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WSTEP

W okresie przedwojennym liczba matematykéw polskich
byta tak nieznaczna, ze nie zachodzita potrzeba organizowania
specjalnych zjazdow matematycznych. Sekcja matematyczna
tworzona w ramach perjodycznych Zjazdéw lekarzy i przyrod-
nikéw polskich wystarczata dla potrzeb naukowych dwczesnej
grupy matematykow.

Tak np. Sekcja matematyczna XI Zjazdu polskich lekarzy
i przyrodnikéw w Krakowie w r. 1911 zgromadzila przewazna
ilo$¢ dwczesnych matematykéw: wzieli w niej udziat pp. Dick-
stein, Janiszewski, Kujawski, Lomnicki, Puzyna, Rosenblatt,
Sierpinski, Stamm, Steinhaus. Wierzbicki, Zabielski, Zaremba,
Ziobrowski i Zérawski, a referaty na posiedzeniach tej Sekcji
wygloszone w liczbie 15 ukazaly si¢ w Ksiedze pamigtkowej
Zjazdu.

Stan ten ulegl jednak zasadniczej zmianie z chwilg powrotu
naszego Panstwa do niepodleglego bytu. Powstaly nowe uniwer-
sytety, nowe osrodki pracy matematycznej, nowe czasopisma
matematyczne, odgrywajace juz nie tylko u nas, ale wogdle
w $wiecie naukowym doniosla role. Réwniez i pod wzgledem



organizacyjnym wiele si¢ zmienilto: w roku 1920 powstalo Pol-
skie Towarzystwo Matematyczne, obejmujace wszystkich ma-
tematykow polskich pracujacych naukowo, wydajace wlasny
organ i podzielone na Oddzialy odpowiadajace o$rodkom uni-
wersyteckim.

W tych warunkach potrzeba zorganizowania Zjazdu mate-
matykow polskich stawata si¢ coraz bardziej jasna. Organizowa-
nie Sekcji matematycznej w fonie Zjazdow lekarzy i przyrodni-
kéw nie moglo juz wystarczy¢. Okazalo sie to na ostatnim XII
Zjezdzie lekarzy i przyrodnikow polskich w Warszawie w r. 1925,
posiadajacym wsrod 35 Sekcji takze Sekcje Matematyki: w Sek-
cji tej wzielo udzial zaledwie 10 matematykow.

Stalo sie oczywistem, Ze organizacje Zjazdu matematyczne-
go nalezato oprze¢ na zupelnie odmiennych zasadach, zblizo-
nych do organizacji miedzynarodowych kongreséw matema-
tycznych.

Na wniosek Lwowskiego Oddziatu uchwalito Walne Zgro-
madzenie Polskiego Tow. Matematycznego odbyte w Krakowie
z wiosng 1. 1926, urzadzic¢ I Polski Zjazd Matematyczny we Lwo-
wie w r. 1927 i powierzylo calg organizacje Zjazdu temuz Od-
dziatowi. Wyloniony przez Lwowski Oddziat Komitet Organiza-
cyjny wybral Komitet Honorowy, ustalit termin Zjazdu na dnie
7-10 wrze$nia 1927 r. i utworzyl 10 Sekcyj. Postanowiono rozsze-
rzy¢ grono uczestnikéw Zjazdu przez zaproszenie procz wszyst-
kich matematykéw polskich takze tych matematykéw obcych
narodowosci, ktorzy ogtaszali swe prace naukowe w polskich
czasopismach i tych, ktorzy pozostawali w zywszym kontakcie



naukowym z matematykami polskimi. Osobnem pismem uwia-
domiono o Zjezdzie wszystkie Kuratorja Okregéw Szkolnych,
zwracajac uwage na wazno$¢ Sekeji dydaktyki matematyki.

Wkladke cztonkéw Zjazdu ustalono na 10 ztp. (wolni od
niej byli zagraniczni uczestnicy obcych narodowosci). Wysta-
rano si¢ o znizki kolejowe dla wszystkich uczestnikow Zjazdu
a go$ciom zagranicznym zapewniono ponadto zwrot kosztow
wiz paszportowych i bezptatne mieszkanie w hotelach.

Przed Zjazdem Komitet opracowal i wydal drukowany Pro-
gram I Zjazdu Mat. Pol. z szczegélowym rozktadem prelekcyj
na sekeje, z rozkladem sal i godzin. Przez caly czas trwania Zjaz-
du staty dyzur wyznaczal kwatery, rozdzielat odznaki zjazdowe,
legitymacje i druki.

O zainteresowaniu si¢ zagranicy $wiadczy¢ moze lista mate-
matykow zagranicznych, ktérzy badzto zapowiedzieli swoj przy-
jazd, badZ to nadestali gratulacje: P. Alexandroff, A. E Andersen,
N. Bary, A. Bilimovi¢, O. Blumenthal, L. E. J. Brouwer, G. Bouli-
gand, A. Denjoy, A. Errera, A. Fraenkel, M. Fréchet, W. Gont-
charoff, V. Hlavaty, J. Kampé de Fériet, R. G. Lubben, M. Law-
rentiew, N. Luzin, R. Mehmke, D. Mienszow, Mittag-Leffler,
L. Neder, J. v. Neumann, P. Sergescu, A. Tychonow, E. Vasilesco,
H. Villat i W. A. Wilson.

Dnia 7 wrzesnia 1927 o godz. 11-tej rano odbylo si¢ uro-
czyste otwarcie Zjazdu w auli Uniwersytetu Jana Kazimierza
w obecnoéci reprezentantéw wiladz i towarzystw naukowych.

Zjazd otworzyl, prezes Komitetu Organizacyjnego, prof.
Maksymiljan Huber, wyglaszajac przemdéwienie nastepujace:



~Wielce szanowne Zebranie!

Witajac imieniem Komitetu Organizacyjnego czcigodnych
gosci i uczestnikow I Polskiego Zjazdu Matematycznego, skla-
dam gorace podziekowanie dostojnym przedstawicielom wiadz,
instytucyj naukowych i spolecznych, zrzeszen i prasy, oraz
wszystkim gosciom, ktdérzy zaszczycili swoja obecnoscig dzi-
siejsze otwarcie Zjazdu. Osobne podziekowanie winienem Ich
Magnificencjom Rektorom Uniwersytetu i Politechniki za fa-
skawe poparcie Zjazdu przez udzielenie gmachéw obu uczelni
na nasze cele a mianowicie auli Uniwersytetu na otwarcie, a sal
wykladowych i auli Politechniki na obrady i zamkniecie Zjazdu.
Wadzieczno$¢ nalezy tez wyrazi¢ Ministerstwu W. R.1 O. P. oraz
Kuratorjom Okregéw szkolnych za pomoc i udzielanie urlo-
pow uczestnikom Zjazdu nalezacym do gron nauczycielskich
szkot $rednich. Z podziekowaniem i wdzieczno$cig podnosze
poparcie Ministerstwa Komunikacji przez udzielenie znizek ko-
lejowych dla uczestnikéw nie korzystajacych z innych ulg. Cie-
szac si¢ posiadaniem w gronie cztonkéw Zjazdu Wicepremjera
naszego Rzadu profesora Kazimierza Bartla, cztonka Komitetu
Honorowego Zjazdu, milo mi stwierdzié¢ ze p. Wicepremjer nie
poprzestal na ztozeniu (jeden z pierwszych) zwyklej skfadki
cztonkowskiej, lecz udzielit z funduszu dyspozycyjnego wy-
datnego materjalnego poparcia na koszta Zjazdu, ktére beda
niemale wobec zamiaru wydania drukiem Ksiegi Zjazdowej ze
wszystkiemi referatami. Skfadajac mu na tem miejscu gorace
podziekowanie, zwracam si¢ mysla ku Najwyzszemu Dostojni-



kowi naszego Panstwa, Panu Prezydentowi Ignacemu Moscic-
kiemu nietylko jako wlodarzowi Rzeczypospolitej, ale i mezowi
nauki w dziedzinie bardzo bliskiej naukom matematycznym.
Uwazam przeto za pierwszy obowigzek Zjazdu przestanie de-
peszy z wyrazami holdu dla Pana Prezydenta.

Dziekuje wreszcie wszystkim szanownym uczestnikom, kt6-
rzy z réznych dzielnic kraju i z zagranicy przybyli do Lwowa,
nie szczedzac trudu i kosztéw dla szczytnych celéw wspotpracy
naukowej w dziedzinie matematyki czystej i stosowanej. Szcze-
golnie za$ milo mi powitaé uczonych zagranicznych innych
narodowosci, ktorzy z dalekich stron po$pieszyli na nasze za-
proszenie, aby wraz z nami obchodzi¢ zapoczatkowane przez
Polskie Towarzystwo Matematyczne §wigto naszych nauk ma-
tematycznych.

Pozwoli Szanowne Zgromadzenie, ze te stowa powitania po-
wtdrze w jezyku lepiej zrozumialym dla naszych milych gosci:

»11 mest particulierement agréable, de faire la bienvenue aux
savants venus de [étranger, qui des pays lointains se pressaient
darriver a notre invitation, pour célébrer avec nous la féte des
sciences mathématiques, initiée par la Société polonaise de
Mathématique”

Wielce Szanowni Panstwo! Nauki matematyczne stanowia
nader rozlegly dzial wiedzy ludzkiej, wyodrebniajacy si¢ z jed-
nej strony przez abstrakcje od jakosci wszelkich rzeczy beda-
cych wogdle przedmiotem nauki, a z drugiej strony przez wia-
sno$¢ przenikania coraz to innych galezi wiedzy, ktore z wielka
dla nich korzyscig przyswajaja sobie matematyczne metody



badania. Skromna liczba podstawowych poje¢ matematyki ko-
jarzy si¢ dziwnie z olbrzymig iloécig $rodkéw, jakich ona do-
starcza innym naukom $cistym, a takze tym, ktore podazaja ku
$cisto$ci wlasnie przez coraz obszerniejsze stosowanie metod
matematycznych. Czyz potrzeba w tem $cistem gronie przypo-
minaé opinj¢ wielkiego filozofa krélewieckiego o szczytnej roli
matematyki w réznych galeziach wiedzy?

Patrzac na przeogromny gmach nauk matematycznych, za-
przatajacych tak wiele umystéw pod pewnym wzgledem po-
krewnych, a jednak czesto silnie si¢ réznigcych, widzimy nie-
jako niekonczacy si¢ nigdy budowe niebosieznego tumu go-
tyckiego o nader licznych wiezyczkach i kapliczkach. Jedni
matematycy pracujg wytrwale i z zapalem okoto fundamen-
tow tego gmachu i §ledzac bacznie kazdy najdrobniejszy btad
w zaloZzeniu, wcigz uzupelniajg i modyfikuja pierwotny plan
budowli. To przedstawiciele matematyki czystej. Inni wykan-
czaja nieraz w rownie wielkim trudzie szczegoly owych wiezy-
czek i kapliczek, tworzac ich subtelng rzezbe. Sg to pracownicy
matematyki stosowanej. Trzecia wreszcie grupa zajmuje sie
sporzadzaniem przejrzystych uproszczonych planéw kazdej
czesci tego gmachu, ktdére ulatwiaja zwiedzajacym jego po-
znanie. Mam tu na myséli dydaktyczng prace matematykéw
nauczycieli.

Wszystkich taczy wspdlna idea, wszyscy patrza z podziwem
i zachwytem w rosnace wcigz ku niebu szczytowe wieze nie-
koniczacej si¢ nigdy, a przeciez zawsze wspaniatej i harmonijnej
budowy.



Pozwolg sobie tutaj podnies¢ jeszcze jedng cech¢ matema-
tyki. Jest to nauka najbardziej ze wszystkich migdzynarodowa,
dzieki wspdlnemu na calej ziemi jezykowi symboli, jakiemi
przemawia. Ale ta miedzynarodowo$¢ bynajmniej nie bruzdzi
twoérczemu i szlachetnie pojetemu nacjonalizmowi taczacemu
ludzi wspdlnego jezyka ojczystego; wcale zatem nie przeszka-
dza, azeby np. matematycy polscy faczyli sie¢ we wspdlnej pracy
przez wydawanie polskich pism matematycznych i zrzeszanie
sie w Polskiem Towarzystwie Matematycznem. Ta tgczno$¢ na-
rodowa domaga si¢ réwniez Zjazdéw matematykow polskich,
na ktérych odbywac sie bedzie wspdlny przeglad pracy dokona-
nej naszemi sitami okolo wspomnianej alegorycznej $wiatyni”

Po przemowieniu prof. Hubera, JM Ks. Rektor Gerstman wi-
tal Zjazd imieniem Uniwersytetu, prof. W. Sierpinski imieniem
Akademji, rektor Lopuszanski imieniem Politechniki Lwow-
skiej, prof. Twardowski imieniem Iwowskich instytucji nauko-
wych oraz prof. Loria, imieniem Towarzystwa Fizycznego i jako
dziekan Wydzialu matematyczno-przyrodniczego Uniwersyte-
tu Lwowskiego. Z matematykéw zagranicznych przemawiali
pp- Hlavaty i Sergescu. Wreszcie odczytano pisma i depesze
gratulacyjne od szeregu instytucji naukowych i poszczegdlnych
0s6b.

Po ukonstytuowaniu si¢ prezydjum Zjazdu i dokonaniu
wyboréw wladz Zjazdu uchwalono wysta¢ do p. Prezydenta
Rzeczypospolitej depesze z wyrazami holdu. Ponadto uchwalo-



no do nieobecnego z powodu choroby prof. Zaremby wysta¢
depesze¢ nastepujaca:

JWielmozny Panie Profesorze!

W imieniu I Polskiego Zjazdu Matematycznego mam za-
szczyt przesta¢ JWielmoznemu Panu Profesorowi wyrazy szcze-
rego zalu, ze nie mogt wzig¢ udziatu w naszych obradach, oraz
zyczenia jaknajszybszego powrotu do zdrowia.

W Zjezdzie wzieto udziat okoto 200 matematykéw z calej
Polski i zagranicy i 7 matematykéw obcych narodowoéci a mia-
nowicie: A. E Andersen z Kopenhagi, Nina Bary z Moskwy,
V. Hlavaty z Pragi, N. Luzin z Moskwy, D. Mienszow z Moskwy,
J. v. Neumann z Budapesztu i P. Sergescu z Cluj w Rumunji.

Obrady w sekcjach odbywaly sie codziennie od g. 9 do 13
iod g.15 do 20 w salach Politechniki Lwowskiej. W sekcjach
wygloszono okolo 100 referatéw, z ktérych dwa wygloszone by-
ty w Sekcji Ogélnej, mianowicie: prof. Lichtensteina ,,O prawie
Newtona” i prof. Sierpinskiego ,,Funkcje a zbiory”

W toku obrad wylonilo si¢ wiele wnioskéw ogélniejszej na-
tury, ktore uzgodnita i zredagowata ostatecznie Komisja wnio-
skow i ktdre przyjete byly na koicowem plenarnem posiedzeniu
Zjazdu. (Wnioski te umieszczamy osobno).

Najistotniejsza korzyscig Zjazdu byly rozliczne dyskusje
i ozywiona wymiana mysli uczestnikdw przez caly czas Zjaz-
du. Serdeczny nastrdj podczas zebran towarzyskich i bankietu
w salach hotelu Krakowskiego pozostanie na dlugo w pamieci



wszystkich cztonkéw Zjazdu. Uzyteczno$é i potrzebe dalszych
zjazddw matematycznych jako walnego $rodka do podtrzyma-
nia i ozywienia twérczo$ci naukowej zadokumentowano uchwa-
tq zwolania w r. 1929 Zjazdu matematykéw krajow stowianskich
oraz drugiego Polskiego Zjazdu Matematycznego w r. 1931.

Zambkniecie Zjazdu nastapilo d. 10 wrzesnia w auli Politech-
niki Lwowskiej. Przemawiali: JM Rektor Politechniki Lwowskiej
prof. J. Tokarski, prof. Hlavaty w imieniu Czesko-stowackiego
Zwigzku matematykow i fizykéw oraz prof. Andersen, Sergescu
i Dickstein. Prezes Zjazdu prof. Sierpinski, zamykajac Zjazd,
wyrazil gorace podzigkowanie Komitetowi Organizacyjnemu
za tak staranne przygotowanie Zjazdu, rektorom Uniwersytetu
i Politechniki za udzielenie lokali oraz go$ciom zagranicznym,
ktdrzy swag obecnoscig uswietnili Zjazd i w wysokim stopniu
przyczynili sie do jego powodzenia.

Podnies¢ rowniez nalezy zyczliwy stosunek Wtadz Panstwo-
wych, ktérego Zjazd doznal w szczegdlnosci ze strony dwcze-
snego Wicepremjera prof. Kazimierza Bartla, cztonka Komitetu
Honorowego Zjazdu. Jego poparciu Zjazd i organizowanie ma-
tematyki w Polsce szczegdlnie wiele zawdzigczajg.

Uchwaly Zjazdu.

1) ,,Zjazd uchwala zwotanie do Warszawy w roku 1929 Kon-
gresu Matematykow Krajow Stowianskich. Wykonanie tej
uchwaly porucza si¢ Komitetowi Organizacyjnemu (z pra-
wem kooptacji) w nastepujacym sktadzie:



2)

3)

4)

5)

- Prof. Bydzowski z Pragi

- Prof. Krylow z Kijowa

- Prof. Kuratowski ze Lwowa

- Prof. Luzin z Moskwy

- Prof. Mazurkiewicz z Warszawy

— Prof. Petrovitch z Bialogrodu

- Prof. Popoft z Sofji

- Prof. Sierpinski z Warszawy”.
»1. Polski Zjazd Matematyczny uchwala zwota¢ II. Polski
Zjazd Matematyczny w r. 1931 w miejscu, ktore Polskie Tow.
Mat oznaczy. Polskie Towarzystwo Matematyczne zajmie
sie organizacja tego Zjazdu”.
»Zjazd wypowiada si¢ za bezwzglednem przestrzeganiem
zasady, ze prawo delegowania reprezentantéw polskich na
Kongresy Miedzynarodowych Unij Matematyczno-Przy-
rodniczych majg tylko Narodowe Komitety odpowiednich
Unij. Wszelkie odstepstwa od tej zasady sa niedopuszczalne
i dla powagi Panstwa wysoce szkodliwe”.
»Zjazd uwaza za niezbedne utworzenie w Warszawie Cen-
tralnej Bibljoteki matematycznej, jako bibljoteki Komitetu
Narodowego Polskiego Unji Migdzynarodowej Matema-
tycznej i porozumienie sie¢ w tym wzgledzie: z Towarzy-
stwem Naukowem Warszawskiem, z Seminarjum Matema-
tycznem Uniwersytetu Warszawskiego, oraz o zwrdcenie
sie do M. W.R.i O. P. o stale subsydjum dla tej instytucji”.
»1. P.Z. M. wyraza wdzigczno$¢ Ministerstwu W.R. i O.P.
a w szczegdlnosci Wydzialowi Nauki tegoz Ministerstwa



6)

za popieranie matematyki polskiej przez subwencjonowa-
nie wydawnictw matematycznych. I. P.Z. M. uwaza jed-
nak za niezbedne trwale ugruntowanie egzystencji ,,Fun-
damenta Mathematicae” i ,Prac matematyczno-fizycznych”
przez wstawienie na ten cel w budzecie wydatnych i sta-
tych pozycji, aby publikacje te mogly ukazywac si¢ regu-
larnie. ,Fundamenta Mathematicae” odegraly niezmiernie
wazna role w rozwoju matematyki polskiej; im zawdziecza
sie fakt, iz znaczenie miedzynarodowe tego dzialu naszej
nauki wzrosto wybitnie w ostatnich latach. ,Prace matema-
tyczno-fizyczne” sa najstarszem pismem matematycznem
w Polsce, bo wychodza od r. 1888 i przetrzymaty najgor-
sze dla nauki polskiej czasy. Same nazwy tych czasopism
wskazujg na réznice w ich kierunkach naukowych, dlatego
niezbednem jest kontynuowanie obydwdch, tembardziej,
ze juz dzi§ nawet obydwa razem nie moga podota¢ wyda-
waniu nadsylanych im oryginalnych i cennych prac, tak
ze znaczng cz¢$¢ manuskryptéw skierowuje sie zagrani-
ce, a inna niemata cze$¢ czeka po kilka lat na miejsce. Je-
zeli rozwdj matematyki polskiej nie ma ulec opdznieniu
i jezeli ma odbywa¢ si¢ harmonijnie we wszystkich kie-
runkach mysli matematycznej, to kwestja materjalnego by-
tu ,,Fundamenta Mathematicae” i ,Prac matematyczno-fi-
zycznych” musi sta sie przedmiotem szczegolnej troski
Min. W.R.iO.P”

»Zwazywszy, ze polskie prace z matematyki stosowanej,
statystyki matematycznej i rachunku prawdopodobienistwa



7)

8)

9

~

sa rozproszone w wielu réznych pismach, co uniemozliwia
lub tez bardzo utrudnia ich wyszukiwanie, przeto I. P. Z. M.
zaleca publikowanie tych prac w jednem pi$mie, a mia-
nowicie w ,Wiadomosciach Matematycznych”, go$cinnie
otwartem dla tychze prac przez p. Redaktora Dicksteina”
»1. P.Z. M. uchwala domagac¢ sie¢ od Min. W.R. i O.P. or-
ganizowania i finansowania kurséw doksztalcajacych dla
nauczycieli szkdt $rednich, a mianowicie:

1. kurséw, urzadzanych w miastach uniwersyteckich w cza-
sie feryj szkolnych, w celu uzupetnienia wiedzy mate-
matycznej;

2. konferencyj okregowych, zwolywanych dla jednego lub
kilku kuratorjow w czasie nauki szkolnej, celem zapo-
znania si¢ z metodami szkolnemi, w zwigzku z lekcjami
praktycznemi w czasie nauki szkolne;j”

»Stwierdzajac nadmierng wybujaloé¢ tendencyj abstrakeyj-
nych w obowiazujacych programach, przeladowanie pla-
néw kwestjami nader subtelnemi i trudnemi i szereg innych
niewlasciwosci:

I.P.Z. M. domaga si¢ gruntownej rewizji i reformy progra-
moéw nauczania pod wzgledem celéw, zakresu i uporzad-
kowania materjalu, ze wspotudzialem jakn aj szerszego
kota znawcow (tak dydaktycznych, jak i naukowych) z catej

Rzeczypospolitej Polskiej”

»Dla rozwoju wiedzy matematycznej w Polsce jest rzecza

niezmiernie wazna, aby mlodzi pracownicy naukowi mogli

pozostawa¢ w kontakcie z o§rodkami uniwersyteckimi po



ukonczeniu studjéw. Ministerstwo W.R. i O. P. powinno
czuwa¢ nad tem, aby nauczyciele szkét srednich pracujacy
naukowo mieli pierwszenistwo przed innymi kandydatami,
gdy wakuje posada nauczycielska w siedzibie szkoly akade-
mickiej i wyda¢ rozporzadzenie, nakazujace uwazaé prace
naukowa udowodniong publikacjami jako kwalifikacje roz-
strzygajaca, gdy chodzi o taka posad¢”

10) ,W celu zogniskowania prac nauczycielstwa na polu dydak-
tyki matematyKki i reprezentowania opinji nauczycielstwa
przed Wladzami Rzeczypospolitej w sprawach dotyczacych
programoéw i metod nauczania matematyki, uczestnicy I. P.
Z M. we Lwowie uznajg za konieczne zalozenie ,,Polskiego
Towarzystwa Nauczycieli Matematyki”

Rzeczywistemi cztonkami T-wa mogg by¢ nauczyciele ma-
tematyki i dydaktyki w szkotach polskich wszystkich typow,
t. zn. w szkotach powszechnych, srednich, ogélnoksztalcacych,
zawodowych, w zakladach ksztalcenia nauczycieli matematyki
oraz uczelniach akademickich.

Za podstawe statutu bedzie przyjety statut Zrzeszenia Pol-
skich Nauczycieli Geografji, uchwalony na II. Ogélno-Polskim
Zjezdzie Polskich Nauczycieli Geografji w Lodzi.

Zjazd poleca swemu Prezydjum troske o ustalenie kontak-
tu miedzy Polakiem Tow. Matematycznem a Polskiem Tow.
Nauczycieli Matematyki.

Zjazd powotuje Komitet Organizacyjny w sktadzie: pp. Ru-
sieckiego, Sierpinskiego, Straszewicza, Wojtowicza.



Komitet Organizacyjny bedzie mial za zadanie legalizacje
statutu, ktéry uchwali na prawach Walnego Zebrania, przyjmo-
wanie czlonkéw, wydawanie ze skfadek cztonkowskich czaso-
pisma, po$wieconego matematyce elementarnej i dydaktyce
matematyki, przy ewentualnej wspolpracy cztonkéw Polskie-
go Towarzystwa Matematycznego, poczyni przygotowania do
Zjazdu cztonkéw nowego Towarzystwa.



Dzial I. Logika matematyczna
i podstawy matematyki



Henryk Greniewski (Warszawa)

O jedynym terminie pierwotnym logiki
matematycznej

Prace nad redukcjg terminéw pierwotnych logiki rozpo-
czeliémy wspdlnie z Drem Leonem Chwistkiem na wiosne
1925-ego roku. Wkrétce potem postawilismy sobie zadanie
nastepujace: Zbudowaé system logiki matematycznej oparty
na jedynym terminie pierwotnym i zawierajacy tylko nominal-
ne definicje! (1). Jednakze okazalo sig, ze to zadanie posiada
bardzo wiele rozwigzan (w tem nieskoriczong ilo$¢ rozwigzan
nieestetycznych w postaci funkcyj o wielkiej iloéci argumentow.

Wobec tego zacze¢lismy pracowa¢d oddzielnie, kazdy z nas
na wlasna reke zaczal poszukiwac innego rezultatu. W referacie
niniejszym przedstawie tylko wyniki moich badan. Rezultaty
Dra Chwistka zostang ogloszone osobno.

Odczyt niniejszy jest niestety, tylko obszernym komunika-
tem. Nie udalo mi si¢ zmiesci¢ w ramach 40-to minutowego
przemoéwienia zadnych dowoddw.



§ 1. Dr. Scheffer dowiddt, ze wszystkie funkcje pewnej czgsci
logiki matematycznej, mianowicie teorji dedukcji daja sie zde-
finjowa¢ przy pomocy jednej z nich, mianowicie przy pomocy
t. zw. wylaczania. (2). Jak wiadomo istniejg jeszcze inne cze$ci
we wspoélczesnej logice, ktore swym zewnetrznym wygladem
przypominajg algebre zdan (t. j. teorje dedukeji), a mianowicie:

1) algebra zbioréw,

2) algebra stosunkoéw,

3) algebra indywidudw (czyli teorja mnogosci prof. Lesniew-
skiego).

Na analogje miedzy ostatnig teorjg, a wyzej wymienionemi
algebrami zwrdcit pierwszy uwage Dr. A. Tarski.

Zauwazmy teraz, ze w kazdej z trzech ostatnio wymienio-
nych teoryj mozna zbudowa¢ po 2 funkcje (jedna zdaniowa,
druga niezdaniowa), z ktérych kazda ma wiele wlasnosci przy-
pominajagcych Shefferowskie wylaczanie. Sg to funkcje naste-
pujace:

1) klasa takich k, ze k nie nalezy do klasy «, lub k nie nalezy
do klasy f3,

2) stosunek miedzy takiemi k, [, ze k nie pozostaje w stosunku
R do I, lub k nie pozostaje w stosunku S do I,

3) uzupelnienie indywiduum x fgcznie z uzupetnieniem indy-
widuum y.



Uwaga: Uzupelnieniem indywiduum x nazywam jedyne
indywiduum z, ktére otrzymuje si¢ przez odjecie (,wycigcie”)
ze $wiata (czyli z najszerszego indywiduum) przedmiotu x.

Podatem juz funkcje niezdaniowe, podam teraz — zdaniowe:

1) przy wszelkiem k, k nie nalezy do klasy a, lub k nie nalezy
do klasy f3, (czyli klasy: «, 8 sa roztaczne),

2) przy wszelkich k, I, k nie pozostaje w stosunku R do [, lub
k nie pozostaje w stosunku S do [ (czyli stosunki: R, S sg
rozltaczne),

3) indywiduum x jest nazewnatrz indywiduum y.

Latwo sie przekona¢, ze przy pomocy wylaczania (,,nie
—p, lub nie —¢”) i sze$ciu wyliczonych wyzej funkcyj mozna
zdefinjowa¢ wszystkie terminy logiki matematycznej (wraz z al-
gebra indywidudw). (3) Wszystkie siedem funkcyj majg duzo
podobnych wlasnosci. Przyszto mi wigc na mysl, zeby okresli¢
je wszystkie przy pomocy jednego terminu pierwotnego, mia-
nowicie przy pomocy jakiej$ funkeji typikalnie wieloznaczne;j,
przy pomocy jakiego$ ,wylaczania w dowolnym typie logicz-
nym”.

Wydaje mi sie, ze projekt ten zrealizowatem.

§ 2. Zanim okresle termin pierwotny bede musiat krétko
zreferowaé pewien sposéb uzywania zmiennych pozornych
pomystu Dra Chwistka.

W matematyce czesto uzywamy funkcyj o argumentach
funkcyjnych (np.: catki nieokreslone, pochodne, granice), to



samo w logice (kwantyfikatory, wyrazenia postaci: klasa takich
x,ze..it.d.).
Funkcjom takim nadaje si¢ zwykle posta¢:

Fyf(k), np.:D,f(x).(3x)f(x).

Zmienne powtdrzone w takich wyrazeniach nazywamy
pozornemi. Ten sposéb uzywania zmiennych pozornych ma
jednak dwie niedogodno$ci:

1) przy stosowaniu tego sposobu zapisujemy funkcje o argu-
mentach funkcyjnych rozwlekle i zawile,

2) przy stosowaniu tego sposobu definjowanie nominalne
funkcyj o argumentach funkcyjnych jest wysoce utrudnio-
ne (definjowane bowiem funkcje majag w tym wypadku
zawiera¢ w sobie wyrazenia majace juz przedtem ustalony
sens, mianowicie majg zawieral wyrazenia postaci ,, f (k)”.

By¢ moze, ze A.N. Whitehead i B. Russell chcieli pierw-
sz3 z tych niedogodnoéci usungd, piszac (ale tylko w pewnych
wypadkach, dla kwantyfikatoréw i klas tej metody np. nie sto-
sowali) wyrazenia postaci:

Ffk zamiast Fif(k).

Uzywana przez tych logikéw metoda ,,daszkowa” nasuwa
jednak pewne watpliwosci (zwrdcil na nie uwage Dr. Chwistek
(4)), nie wiadomo, czy

EOER f(k)] = FO[F@ £ (k)]



czy tez
EDEOf(0)] = FO[E@ £ (k)]

Wobec powyzszego bedziemy za Drem Chwistkiem pisali
wyrazenia postaci ,,i f (k)”, zamiast wyrazen postaci ,, f (k).
Jesli chcemy wyrazenie postaci ,,4i f (k)” podstawi¢ na miejsce
argumentu funkcyjnego, to nadajemy najwpierw podstawiane-
mu wyrazeniu postaé ,,i f ()" Zatem zamiast pisa¢ zgodnie
z tradycja:

Fro(k)
piszemy:

Flag(a)].

§ 3. Dla uproszczenia sobie zadania przeprowadze redukcje
termindw pierwotnych na gruncie uproszczonej logiki matema-
tycznej. Usunnmy mianowicie tymczasowo z logiki teorje stosun-
kéw (rozumianych jako funkeje zdaniowe o dwu argumentach),
stracimy wtedy niewiele, mianowicie tylko teorje stosunkéw
niejednorodnych (t. j. zachodzacych miedzy przedmiotami
réznych typéw logicznych), albowiem teorje stosunkéw jedno-
rodnych mozna odbudowa¢ w obrebie teorji klas (jako teorje
klas par porzadkowych w sensie Dra K. Kuratowskiego). (5).

§ 4. Wiemy juz, ze logike mozna oprze¢ na siedmiu bardzo
podobnych do siebie terminach pierwotnych. Wobec ostatnich
uwag mozemy liczbe tych terminéw logiki (uproszczonej) ogra-
niczy¢ do pigciu.



Nadam teraz sens wyrazeniu:
A0 (a,b,c).

W wypadku, gdy wszystkie trzy argumenty sg zdaniowe,
przyjmuje, ze

a0 (r,p,q) = (nie — p, lub nie — gq).

W wypadku, gdy pierwszy argument jest zdaniowy, a pozo-
stale dwa sa klasowe (oba tego samego typu logicznego) przyj-
muje, ze

A 0(p, a, B) = (Klasy: «, 8 sg roztgczne).

W wypadku, gdy wszystkie trzy argumenty sa klasowe (tego
samego typu) przyjmuje, ze

A0 (y,a, B) = (uzupelnienie klasy « tacznie
z uzupelnieniem kl. f3).

W wypadku, gdy pierwszy argument jest zdaniowy, a pozostate
dwa s3 indywiduowe, przyjmuje, ze

A0(p, ¥,z) = indywiduum y jest nazewnatrz indywiduum z.

W wypadku, gdy wszystkie trzy argumenty sa indywiduowe,
przyjmuje, ze
A0 (x, y,z) = uzupelnienia indywiduum y tacznie

z uzupelnieniem indywiduum z.



Jak wida¢ wprowadzitem funkeje ,k 0 (a, b, ¢)” nie na dro-
dze nominalnej definicji. Moze zachodzi¢ obawa, ze dofaczenie
do logiki zdan okreslajacych te funkcje doprowadzi do sprzecz-
nosci. Dla przekonania sie, ze tak nie jest, podam w odczycie
niniejszym podstawy catkowito-liczbowej interpretacji logiki
(uproszczonej) i zdan okreslajacych moja funkeje.

§ 5. Przeprowadze teraz pewne rozwazania czysto arytme-
tyczne. Bede uzywat az czterech rodzajéw zmiennych liczbo-
wych:

1) zmiennych catkowito-liczbowych: k, m, n, I, u, na miej-
sce ktérych postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb
catkowitych bezwzglednych,

2) zmiennych pseudo-logicznych: a, b, ¢, na miejsce ktérych
postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb dobrych (kla-
sa liczb dobrych zostanie wkrétce okreslona),

3) zmiennych pseudo-zdaniowych: p, g, 7, na miejsce ktdrych
postanawiam podstawia¢ tylko symbole liczb 40 i 50,

4) zmiennych pseudo-indywiduowych: x, y, z, na miejsce
ktérych postanawiam podstawia¢ symbole liczb 411 51.

Bede teraz nazywal:

1) liczbe 0 podstawg obszaru 0-wego (czyli logistycznego),
2) liczbe 1 podstawg obszaru 1-ego (czyli ontologicznego),
3) liczbe 2 odpowiednikiem Bezsensu,

4) liczbe 40 odpowiednikiem Falszu,



5) liczbe 50 odpowiednikiem Prawdy,

6) liczbe 41 odpowiednikiem Niczego,

7) liczbe 51 odpowiednikiem Wszystkiego (Swiata, Najszersze-
go indywiduum).

Ostatnio wprowadzone nazwy maja na celu jedynie uczynic
bardziej intuicyjng dalej podang interpretacje liczbowa logiki.
Wprowadzam najwpierw jako pojecia pomocnicze:

1) pojecie dodawania dziesietnego ,,k + m”
2) pojecie sumacji dziesietnej ciggu induktywnego ,,>" , (1)
10

3) pojecie mnozenia dziesietnego ,.k X m’.

Bede odtad moéwit ,liczba’, zamiast ,,bezwzgledna liczba
catkowita” Sume dziesietng dwu liczb m, n obliczamy piszac
nazwe liczby m w systemie dziesietnym, dalej bezposrednio
(na prawo) nazwe w tymze systemie liczby n, calo$¢ otrzymana
jest nazwa liczby (m + n).

Np.:

31 14(—) 701 = 31701.

Sumacje dziesietng i mnozenie dziesietne okresla sie reku-
rencyjnie tak samo, jak zwykla sumacje¢ i zwykle mnozenie
przy pomocy dodawania. Mamy wigc np.:

Rezultat sumacji dziesietnej ciggu: 1,2, 3, = 123

2x3=2+(2+2) =222.
10 10 10



Argumenty dodawania dziesi¢tnego nazywam skladnika-
mi dziesigtnemi. (Precyzyjne definicje omawianych terminéw
podaje w przypisach). (6) Wsrdd liczb wyréznie teraz pewne
dla naszych celow szczegélnie interesujace, mianowicie, liczby
puste i liczby niepuste.
Liczba pusta typu m-tego, obszaru k-tego = (4 x m) * k,
gdzie m/1,2,3,4,...k/0,1.
Przykfady liczb pustych:
Obszar 0-wy  Obszar 1-y
typ Iy 40 41
typ 2-gi 440 441
typ 3-ci 4440 4441
Liczba niepusta typu 1-ego, obszaru 0-wego = 50.
Liczba niepusta typu 1-ego, obszaru 1-ego = 51.
Wezmy pod uwage cigg U dowolny, ale spelniajacy wszyst-
kie warunki nastepujace:

it.d

1) U jest ciagiem rosngcym (nietylko niemalejacym) lub jest
ciggiem o jednym tylko wyrazie,

2) kazdy wyraz ciagu U jest liczba pusta typu k, obszaru m,
lub liczbg niepustg tegoz typu i obszaru,

3) U ma tylko induktywna, lecz wigkszg od 0 ilo$¢ wyrazdow.

Wykonajmy sumacje dziesietna na ciggu U, rezultat oznacz-
my przez ,,S”.
Liczba (5 b S) jest liczba niepusta typu (k +1)-ego. obszaru

m-tego. Uwaga: m/0,1. (7).



Bede nazywat liczbami dobremi tylko liczby nastepujace:

1) liczbe 0,

2) liczbel,

3) liczby puste, oraz
4) liczby niepuste.

Przyklady liczb niepustych:

Obszar 0-wy Obszar 1-y
typ Iy 50 51
typ 2-gi 540,550, 54050 541,551,54151
typ 3-ci  5440,5540,5540550,...  5441,...,554151,...

Liczbe dobrg typu przynajmniej drugiego moznaby zawsze
nazwa¢ klasa zlozong ze sktadnikéw dziesietnych tej liczby,
posiadajacych typ o jednos¢ nizszy niz ta liczba.

Np.: Liczb¢ dobra 54151 moznaby nazwa¢ klasa ztozona
z liczb: 41 oraz 51.

Liczbe 0 bede tez nazywat liczbg dobrg typu O-wego, ob-
szaru 0-wego.

Liczbe 1 bede tez nazywal liczba dobrg typu 0-wego, obszaru
1-ego. Okreslam teraz inkluzje dwu liczb dobrych (,,a c b”).

1) (0c0) =50,
2) (1c1) =50,
3) przypusémy, ze a jest liczbg tego samego typu i obszaru, co
b, odrézniamy teraz 3 przypadki nastepujace:
(A) ajestliczbg pusta, wtedy (a c b) = 50,



(B) a posiada tylko takie skfadniki dziesi¢tne o jeden typ
nizsze od a, ktore sg zarazem sktadnikami dziesi¢tnemi
liczby b, wtedy (a c b) = 50,
(C) nie zachodzi ani (A), ani (B), wtedy (a c b) = 40,
4) we wszystkich pozostatych wypadkach: (a c b) = 2.

Uwaga: Przy pomocy inkluzji liczb mozna zbudowa¢ wie-
le funkcyj statych (dla wszelkich dopuszczonych podstawien,
réwnych liczbie 50), ktére zewnetrznie niczem si¢ nie réznia
od tez prawdziwych teorji dedukgji, czy algebry klas.

Okreslam jeszcze jedno dzialanie dwumienne: jedno$¢ ty-
pikalna liczb dobrych (,a T b”).

1) Jedli a jest tego samego typu i obszaru, co liczba b, to
(a Tb) =50,
2) w pozostatych wypadkach:
(aTDb)=2.

Musze jeszcze okresli¢ na gruncie arytmetyki pewng funk-
cje o argumencie funkcyjnym (ciaggowym) (8): klasa liczb a
zbudowana z ciaggu U(a).

Przedtem musimy wyrdzni¢ pewne ciagi liczbowe, ktore
nazywam ciggami zbiorotworczemi. Ciagi te przypisuja licz-
bom dobrym danego typu i obszaru odpowiednik Prawdy, lub
odpowiednik Fatszu. (9).



Wezmy teraz pod uwage dowolny ciag zbiorotwérezy U(a).
Mozemy niekiedy zbudowac¢ cigg jednowyrazowy, lub rosna-
cy (nietylko niemalejacy!), ktory przyporzadkowuje liczbom
catkowitym tylko te liczby dobre, ktérym cigg U(a) przypisuje
liczbe 50, nowy ten ciag (jesli si¢ daje zbudowac) oznaczamy:

D, (V(a),n).
Przypuscmy, ze istnieje ciag
®,(V(a),n)
wtedy przyjmujemy, ze

Kl [V(a)] = s;()%[%(ﬂa)m)]

W przeciwnym razie, przyjmujemy, ze

Kl1,[V(a)] = liczbie pustej o jeden typ wyzszej i bedacej
tego samego obszaru, co jakakolwiek
liczba c, taka, ze U(c) = 40.

Przypus$émy teraz, ze cigg U nie jest zbiorotwdrczy, w takim
razie przyjmuje, ze

Kl1,[V(a)] = 2 (odpowiednikowi Bezsensu).

Przyjmuje nastepujace definicje:



[ I O R S

. Negacja pseudo-zdaniowa ~ (p) ;(p c 40).

. Wrylgczanie pseudo-zdaniowe (p|q) ;(p c~(q)).
. Mnozenie pseudo-zdaniowe (p.q) = ~ (p|q).

. Izos liczby dobrej 1(a) 1;Klb[(b c ;S.(a cb)].

. Przynaleznoé¢ liczby dobrej a do liczby dobrej b

(aeb) ;[l(a) cb].

. Wrylgczanie liczb dobrych (a Vb) = KI.[(cea)|(ceb)].
Df
. Liczba pelna zawierajaca liczbe a, V(a) =[a V(a Va)].

Df

Podam teraz najwazniejsza definicje niniejszego referatu:
Okre$lam funkeje o trzech argumentach ,,u(a, b, ¢)™:

1) przypusémy, ze (b'T c) = 50, wtedy

u(p,b,c) = [V(b) € (bVe)],

2) przypusémy, ze (a Tb) =50, (bTc)=50ize (a Tp) =2,

wtedy
u(a, b,c) = (bVe),

3) w pozostatych przypadkach

u(a,b,c) =2.

Ostatnio zdefinjowang funkcje nazywam ogélnem wylgcza-

niem liczb dobrych.



§ 6. Podaje nastepujacy interpretacje calkowito-liczbowa
funkeji .7 0O (a,b, )™

A0 (a, b, c)” interpretuje jako ,,Li(a, b, ¢)’,

o (p, 7, ¢)” interpretuje jako ,,KIp[L(p, b, ¢) ]
o (

o(p,

:>

p,b #1)” interpretuje jako ,,KI.[u(p, b, )]
#i, #1)” interpretuje jako ,, K1, [u(p, b, b)]”

:>

D
2) »
3) »
4) »

:>

To przyporzadkowanie termindéw logicznych terminom
arytmetycznym nazywam interpretacja H.

Podaje¢ nastepujaca interpretacje calkowito-liczbows termi-
néw dotychczas powszechnie uznanych za terminy pierwotne
logiki:

Terminy logiczne, terminy arytmetyczne:
1) plg pla
2) 9(a) asp, ¢(a)
3) (a)¢(a) {VIKla(aggp)] c Kls[aso]},
4) ale(a)] Kl,(aep), Kl;[9(a)].

Uwaga. Zmienne: p, g wystepujace po lewej stronie powyz-
szej tablicy sa zdaniowe, po prawej — pseudo-zdaniowe.

To przyporzadkowanie terminéw logicznych - arytmetycz-
nym nazywam interpretacjg H'.

Oznaczmy przez ,H v H' sume (w sensie teorji stosunkow)
interpretacyj H oraz H'. Okazuje sie, ze w tej nowej interpretacji
przechodza:

1. Dyrektywy budowania wyrazen sensownych logiki - w dy-
rektywy budowania symboli liczb dobrych.



2. Dyrektywy budowy tez prawdziwych logiki - w dyrektywy
budowania symboli liczby 50.

3. Aksjomaty teorji dedukgji, teorji kwantyfikatoréw, teorji
indywiduéw w symbole liczby 50.

4. Zdania, przy pomocy ktdrych okreslitem w sposéb nieno-
minalny funkcje ,,7 O (a, b, ¢),” - takze w symbole liczby
=50.

5. Falszywe tezy logiki - w symbole liczby 40.

Wiemy juz teraz, ze bez narazenia si¢ na sprzeczno$¢ wpro-
wadzi¢ mozna do logiki okre$lenie funkeji ,,7i O (a, b, ¢)” (10).

§ 7. Pozostaje jeszcze jedna sprawa do zreferowania. W jaki
sposob przy pomocy uogdlnionego wylaczania zdefinjowalem
nominalnie pozostate terminy logiki (uproszczonej)?

Zaznaczam z naciskiem, ze nie budowalem definicyj ,na
oslep”, tylko miatem przed sobg pewien wzdr, ktéry naslado-
walem. Wzorowalem si¢ na ukfadzie definicyj teorji dedukcji
opartej na Shefferowskiem wylaczaniu. Przy pomocy Shefferow-
skiego wylaczania definjuje sie negacje zdaniows, implikacje
zdaniows, iloczyn zdaniowy i t. d. Ja za$ przy pomocy uogél-
nionego wylaczania (ktérego szczegdlnym przypadkiem jest
wylaczanie Sheffera) zdefinjowatem :

1) uogdlniona negacje (ktdrej szczegdlnemi przypadkami sa:
negacja zdaniowa, uzupetnienie klasy, uzupetnienie indy-
widuum),



2) uogdlniong inkluzje (ktdrej szczegdlnemi przypadkami sa:
implikacja zdaniowa, zawieranie si¢ klas, zawieranie si¢
indywiduéw),

3) uogodlniony iloczyn (ktérego szczegolnemi przypadkami sa:
iloczyn zdan, iloczyn klas, iloczyn indywiduéw).

Podaje teraz explicite moje definicje:
i — (a,b);ﬂ a(a,b,b)
fic (a,b,c);ﬁ O(a,b,m—(b,b))
fin (a,b,c);ﬂ - (a,mo(b,b,c))
fi = (a,b,c);ﬁ N (a, iy c (b,b,c), 1y c(b,c, b))
1(p,b) == (p,b, #)
ne(p, b, f)=nc (pa(p,b), f).
Przy pomocy zdan okreslajacych uogélnione wyltaczanie
tatwo dojs¢ do wniosku, ze

. »a0(p, p,q)” znaczy: nie —p, lub nie —q,

. »ac(p,p,q)” znaczy: jezeli p, to q,

. »hc(p,a,B)” znaczy: klasa « jest zawarta w klasie f3,

. »hc(p,x,y)” znaczy: indywiduum x jest zawarte w indy-
widuum y,

. »an(p, p,q)” znaczy: p oraz q,

6. ,an (a,a,p)” znaczy: illoczyn klas a, 3.

W N =

o)



7. »iin (x,x,y)” znaczy: iloczyn indywiduéw, x, y i t. d.

Na specjalng uwage zastuguje funkcja ,,iie(p, b, f)” znaczy to
samo, co ,¢(x)” zas$ ,,iie(p, it, p)” zastepuje symbol klasowy
~A[ @], pod warunkiem, ze przyjmuje sie aksjomat ekstensjo-
nalno$ci. (11).

Przypisy

(1) Dr. Alfred Tarski w bardzo interesujacej rozprawie p. t.
»O wyrazie pierwotnym logistyki” (Przegl. Filozof. 1923) do-
wiodl, ze wszystkie terminy pewnej czesci wlasciwej caloéci
logiki matematycznej dajg sie zdefinjowa¢ przy pomocy zna-
ku réwnowaznosci. Czeé¢ logiki, do ktdrej si¢ redukcja Dra
Tarskiego odnosi nazywa sie logistyka. Logistyka obejmuje
teorje dedukeji i bada wogdle te funkcje zdaniowe, ktore
w naszej interpretacji liczbowej przechodza w liczby dobre
obszaru 0-wego, czyli logistycznego. Dobrze jest zauwazy¢,
ze redukcja Dra Tarskiego sprowadza terminy logistyki do
jednego terminu pierwotnego logistyki i do dwu terminéw
ogdlnologicznych: ,¢(u)” i ogolny kwantyfikator. Przytem
Dr. Tarski uzywa nienominalnych definicyj. Np. pisze

Def. [pl.as(p) = p

a nie

Def .as = p[p]



)
(3)

(4)
)
(6)

Musze jeszcze zaznaczy¢, ze definicje w pracy p. Tarskiego
s3 uwazane za zdania. Ja za$ nie uwazam definicyj za zdania.
Trans. Am. Math. Soc. Vol. XIV.

Jest to wadg systemu Whiteheada—Russella, ze nie zawiera
on algebry indywiduéw, wskutek tego analogje miedzy ty-
pami logicznemi nie sg nalezycie uwidocznione, brak na
najnizszym pietrze odpowiednika teorji klas.

»Zasady Czystej Teorji Typow” (Przegl. Filozof. 1922), str. 361.
»Sur la notion de Tordre” Fundamenta Mathematicae, 1921.
k jest jednostka dziesietng = przy pewnem n, k=10"

k jest typem dziesietnym liczby n ;1. jeslin =0, to k = 10;
oraz2.jedlin # 0, to k jest najmniejsza jednostka dziesietna
z liczb wiekszych od n.

Pisze ,, Tio(n)” zamiast ,,typ dziesietny liczby n”.

Kazda liczba calkowita bezwzgledna posiada dokladnie
jeden typ dziesietny:

k+l=k Ty(l)+1
10 of
kféO;O,ka(seqn);(kﬁ)n) ;Bk.
Niech V bedzie ciggiem o jednym tylko wyrazie V(o).
Niech W bedzie ciagiem o induktywnej ilo$ci wyrazéw

wiekszej od 1. Niech ,, W o V” oznacza ciag, ktory powsta-
je przez dolaczenie do konica ciggu W jedynego wyrazu



ciagu V. Wtedy:
> n[V(n)] =V (o);

10

a[WoV(n)]=3 u[W(n)]+ V(o).
0 pf 75 10
(7) 1jest liczbg niepusta typu (k + 1)-ego, obszaru m-tego =
istnieje taki ciag V, ze
1. V jest ciagiem o induktywnej ilo$ci wyrazdw,
2. V jest ciagiem jednowyrazowym, lub rosnacym (nie-
tylko niemalejacym),
3. jesli u jest wyrazem ciagu V, to, dla wszelkich takich
u, albo u jest liczbg pusta typu k-tego, obszaru m-tego,
albo u jest liczbg niepustg typu k-tego, obszaru m-tego,
4. 1=5+Y ,[V(n)].
10 10
(8) Dobrze jest zauwazy¢, ze ciagi sg to funkcje jednej zmien-
nej calkowito-liczbowej. Pojecie macierzy stosowane czg-
sto w teorji wyznacznikéw stanowi analogon do pojecia
ciggu. Macierze sg to funkcje dwu zmiennych catkowito-
-liczbowych, nie za$ jakies ,tablice” (?), jak to si¢ czesto
nawet w bardzo dobrych podrecznikach teorji wyznaczni-
kéw czyta
(9) Ciagi zbiorotwdrcze stanowig arytmetyczne analogon funk-
cyj zdaniowych.
(10) Przypus¢my bowiem, ze logika (uproszczona) i zdania okre-
$lajace ogolne wylaczanie stanowig uktad sprzeczny. W ta-
kim razie na gruncie tego uktadu mozna dowie$¢ jakiegos



(11)

zdania falszywego z zakresu logiki. W takim razie mozna
(dzieki interpretacji H w H') zbudowa¢ symbol arytme-
tyczny liczby 40, stosujac do arytmetycznych symboléw
liczby 50 dyrektywy przeksztalcajgce arytmetyczne symbo-
le liczby 50 w arytmetyczne symbole tejze liczby. A to jest
niemozliwe.

Przedstawilem zatem szkicowo redukcj¢ terminéw pierwot-
nych logiki uproszczonej i ekstensjonalistycznej zarazem.
Wydaje mi sie, ze moja redukcje da si¢ réwniez przepro-
wadzi¢ w logice nieuproszczonej, lecz ekstensjonalistycz-
ne;j.

Trudnosci zwiazane z przyjeciem aksjomatu ekstensjonal-
nosci usunat prof. Lesniewski (por. A. Tarski, cyt. praca
str. 75).

Uwazam logike ekstensjonalistyczng nie za ogdlny system
logiki tylko za jeden z wielu interesujacych pod-systeméow
ogolnej logiki. Kazdy z takich pod-systemdéw powstaje przez
dolaczenie do logiki ogélnej jakiej$ hypotezy lub hypotez
(np. hypotezy nieskoficzonosci, hypotezy Zermeli, hypote-
zy ekstensjonalnosci i t. d.), por. L. Chwistek ,,The Theory
of Constructive types” Cracow 1923-25, str. 50 i nastep-
ne.

Wobec tego redukeja terminéw pierwotnych logiki réwnie
intuicyjna i daleko posunieta, jak moja, oraz dajaca sie prze-
prowadzi¢ na gruncie logiki ogdlnej bylaby dla mnie czems
znacznie wigcej warto$ciowem.



Alfred Tarski (Warszawa)

Les fondements de la géométrie des corps

(Résumé)

M. Leéniewski a posé, il y a quelques ans, le probleme
détablir les fondements d’une géomeétrie des corps, en entendant
par ce terme un systéme de géométrie dépourvu des figures géo-
métriques telles que points, lignes et surfaces et qui nadmette
comme figures que les corps — les correspondants intuitifs de
ensembles ouverts (resp. fermés) réguliersl) de la géométrie
euclidienne ordinaire a 3 dimensions; la caractére spécifique
d’une telle géométrie des corps — par opposition a toute géo-
métrie ,,ponctuelle” - se manifesterait en particulier dans la loi,
dapres laquelle chaque figure contient une autre figure comme
partie proprement dite. — Ce probléme est étroitement lié aux

' Ce terme a été introduit par M. Kuratowski dans son ouvrage: Sur
Vopération a de 'Analysis Situs, Fundamenta Mathematicae III, p. 192-195.



questions discutées dans les ouvrages connus de M. Whitehead
sur les fondements des sciences naturelles® et dans le livre de
Nicod: La géométrie dans le monde sensible® .

Dans ce résumé je me propose desquisser une solution
du probléme posé, en omettant par contre la question de son
importance philosophique.

Je supposerai ici comme connu le systeme déductif fondé
par M. Le$niewski?) et appelé par lui meréologie; je vais me
servir, en particulier, de la relation de partie au tout comme
d’une notion connue®.

Jadmets la notion de sphére comme 'unique notion primi-
tive de la géométrie des corps®); a Iaide de cette notion je vais

2 An Enquiry concerning the Principles of Natural Knowledge, Cambrid-
ge 1919; The Concept of Nature, Cambridge 1920.

%) Paris, 1924.

4 La premiére esquisse de ce systéme a paru dans louvrage: S. Lesniew-
ski, Podstawy ogdlnej teorji mnogosci I (Les fondements de la Théorie générale
des Ensembles I, en polonais), Moskwa 1916. Cf. de plus du méme auteur:
O podstawach matematyki (Sur les fondements de la Mathématique, en
polonais), Przeglad Filozoficzny (Revue Philosophique), Vol. 30, p. 164-206,
et surtout Vol. 31, p. 26-291.

%) Je remplace ici par le mot ,partie” le terme »ingredient”, qui embrasse
dans le systeme de M. Le$niewski aussi bien le tout que ses parties proprement
dites.

%) En ce qui concerne la géométrie ,ponctuelle” tridimensionelle, un
mode de la fonder sur la notion de sphére comme 'unique notion primitive a
été developpé par M. Huntington dans sa note: A set of postuldtes for abstract
geometry exposed in terms of the simple relation of inclusion, Mathematische
Annalen 73, p. 522-559.



définir successivement une série des notions ultérieures, pour
parvenir enfin a celles qui me serviront a formuler le systéeme
d’axiomes. Voici ces définitions”:

Définition 1. La sphére A est extérieurement tangente d la
sphére B, lorsque 1) la sphére A est extérieure & la sphére BY; 2)
étant données deux sphéres X et Y contenant comme partie la
sphére A et extérieures d la sphére B, au moins une delles est une
partie de lautre.

Définition 2. La sphére A est intérieurement tangente d la
sphére B, lorsque 1) la sphére A est une partie proprement dite
de la sphére B; 2) étant données deux sphéres X et Y contenant
comme partie la sphére A et faisant partie de la sphére B, au
moins une delles est une partie de lautre.

Définition 3. Les sphéres A et B sont extérieurement diamétrales
a la spheére C, lorsque 1) chacune des sphéres A et B est extérieu-
rement tangente d la sphére C; 2) étant données deux sphéres X
et Y extérieures a la sphére C et telles que A est une partie de X
et BdeY, la sphére X est extérieure d la sphére Y.

Définition 4. Les sphéres A et B sont intérieurement diamétrales
a la spheére C, lorsque 1) chacune des sphéres A et B est intérieu-
rement tangente a la sphére C; 2) étant données deux sphéres

7) Ce systéme des définitions comprend des simplifications dont qu-
elques unes, en particulier [énoncé de la définition 3, sont dues a M. Knaster.

8) Clst-a-dire, dans la terminologie de M. Le$niewski, les sphéres A et
B nont aucune partie commune.



X et Y extérieures a la sphére C et telles que la sphére A est
extérieurement tangente a X et la sphére B a Y, la sphére X est
extérieure a la sphére Y.

Définition 5. La sphére A est concentrique avec la sphére B,
lorsque une des conditions suivantes est remplie: 1) les sphéres
A et B sont identiques; 2) la sphére A est une partie proprement
dite de la sphére B et, de plus, étant données deux sphéres X et Y
extérieurement diamétrales a A et intérieurement tangentes a B,
ces sphéres sont intérieurement diamétrales a B; 3) la sphére B
est une partie proprement dite de la sphére A et, de plus, étant
données deux sphéres X et Y extérieurement diamétrales a B et
intérieurement tangentes a A, ces sphéres sont intérieurement
diamétrales a A.

Définition 6. Point est la classe de toutes les sphéres concentri-

ques avec une sphére arbitraire®).

Définition 7. Les points a et b sont équidistants du point c,
lorsqu’il existe une sphére X qui appartient comme élément au
point ¢ et qui satisfait en outre a la condition suivante: aucune

9 Jemploie ici partout le terme ,classe” dans un sens bien différent
de celui adopté par M. Lesniewski dans son systeme mentionné et plutot
conforme & celui des Principia Mathematica (Vol. 1, 24¢ édition, Cambridge
1925) de MM. Whitehead et Russel. Ainsi les sphéres (resp. les corps) sont
traitées ici comme des individus, c.-a-d. objets du rang le plus inférieur,
tandis que les points, comme classes de ces sphéres, sont des objets du rang
supérieur (de second rang).



sphére Y appartenant comme élément au point a ou bien au
point b nest ni partie de X ni extérieure a X.

Définition 8. Corps est une somme arbitraire de sphéres'®.

Définition 9. Le point a est intérieur au corps B, lorsqu’il existe
une sphére A qui est d la fois un élément du point a et une partie
du corps B.

On sait que toutes les notions de la géométrie euclidienne
peuvent étre définies a laide de celles de point et déquidistance
de deux points d'un troisieme'. Par conséquent, en regardant
les notions introduites par les définitions 6 et 6 comme des
correspondants de leurs homonymes de la géométrie ordinaire,
on peut définir dans la géométrie des corps les correspondants
de toutes les autres notions de la géométrie ,,ponctuelle”. On
peut dong, en particulier, établir le sens de lexpression ,,la classe
a de points est un ensemble ouvert régulier”; je me dispense ici
de Iénoncé explicite de la définition en question'?.

Apres ces définitions préliminaires, je passe a formuler le
systeme d’axiomes suffisant pour construire la géométrie des
corps. Jadmets en premier lieu le suivant

10) Le terme ,,somme” coincide ici avec celui d’,ensemble® de la meréo-
logie de M. Le$niewski.

D Cf. M. Pieri, La Geometria Elementare istituita sulle nozione di ,,pun-
to“e ,,sfera®, 1908.

12) Cf. la note précitée de M. Kuratowski.



Axiome 1. Les notions de point et déquidistance de deux po-
ints dun troisiéme satisfont a tous les axiomes de la géométrie
euclidienne ordinaire a 3 dimensions™.

En dehors de cet axiome, qui est d'importance fondamen-
tale, il faut admettre certains axiomes auxiliaires qui rendent
notre systéme cathégorique; les axiomes que jadopte a ce but éta-
blissent une sorte de correspondance entre les notions de corps
et de relation de partie au tout (notions spécifiques de la géo-
métrie des corps) d’'une part, et celles densemble ouvert régidier
et de relation d’inclusion (connues de la géométrie ,,ponctuelle”
ordinaire) d’autre part.

Axiome 2. Si A est un corps, la classe a de tous les points in-
térieurs a A est un ensemble ouvert régidier.

Axiome 3. Sila classe a de points est un ensemble ouvert régulier,
il existe un corps A dont a est la classe de tous les points intérieurs.

Axiome 4. A et B étant des corps, si tous les points intérieurs d
A sont a la fois intérieurs a B, alors A est une partie de B.

Le systéme d’axiomes proposé ci-dessus pourrait proba-
blement étre simplifié, en profitant des propriétés spécifiques
de la géométrie des corps. A ce propos je me bornerai ici de
remarquer que laxiome 4 peut étre remplacé par 'un des deux
axiomes suivants:

13) Un systtme d’axiomes de la géométrie ordinaire ne contenant que

ces notions comme les seules notions primitives a été établi par M. Pieri dans
son livre précité.



Axiome 4. Si A est un corps et B une partie de A, alors B est
aussi un corps.

Axiome 4”. Si A est une sphére et B une partie de A, il existe
une sphére C qui fait partie de B.

Sans entrer ici en discussions méthodologiques de ce sy-
stéeme d'axiomes, il est a remarquer que le systéme en question
est cathégorique (c.-a-d. que toutes deux de ses interprétations
sont isomorphes'?) et que la compatibilité des axiomes de ce
systéme équivaut a celle de la géométrie euclidienne ordinaire a 3
dimensions; la démonstration de ces affirmations ne comporte
pas de difficultés notables.

En terminant, lorsquon rapproche les résultats qui viennent
détre résumés aux considérations de M. Whitehead et Nicod
(L cit.), il faut constater ce qui suit: Le procédé qui a permis
d'obtenir ici les énoncés de définitions et d’axiomes (surtout
ceux des définitions 6 et 7 et de 'axiome 1) peut étre consi-
déré comme cas particulier de l'ainsi dite méthode dabstraction
extensive (the method of extensive abstraction) développée par
M. Whitehead. Ce fut déja Nicod qui a attiré l'attention sur
Iéquivalence des problémes de compatibilité pour les deux sy-

4 D’une fagon plus précise, le théoréme suivant peut étre démontré:
Si deux systémes satisfont aux axiomes 1-4, on peut établir entre leurs corps
(non seulement entre leurs sphéres) une correspondance biunivoque vérifiant
la condition : pour qu’un corps arbitraire A du premier systéme fasse partie
d’un corps B du méme systéme, il faut et il suffit qu’il en soit de méme des corps
Ay et By qui leur correspondent dans le deuxiéme systéme.



stemes de géométrie: celui de la géométrie des corps et celui de
la géométrie ,,ponctuelle” ordinaire. Comme résultat nouveau
est par contre a regarder, a mon avis, le mode précis détablir les
fondements mathématiques de la géométrie des corps, a laide
d’un systéme cathégorique d’axiomes ne contenant au surplus
qu’une seule notion primitive: notion de sphére.



S. K. Zaremba (Krakow)

Uwagi nad dowodami zupelnymi

Dowdd zupelny nie wykroczyt dotad w rzeczywistosci poza
dziedzing czystej teorji. Mowi sie o nim wprawdzie dosy¢ czesto,
ale nie spotykamy go prawie nigdzie. Gléwnym powodem tego
jest zapewne nadmierna dlugos¢ i zawito$¢ rozumowan zupet-
nych. Z tego powodu, jesli chcemy naprawde stosowac logike
do matematyki, musimy przyklada¢ bardzo wielkg wage do
kwestji skracania dowodéw bez ujmowania im cech zupetnosci
i zrozumiatosci.

Jezeli dowdd zupelny uwazaé bedziemy za ciag skonczony
wigzacych sie w pewien sposdb przeksztalcen, to stanie sie rze-
cz3 jasna, iz gléwnym $rodkiem do uzyskania skrétéw musi by¢
zredukowanie liczby powyzszych przeksztalcen, czyli ogniw
rozumowania, przez laczenie kilku z nich razem. Stosujac ten
proces az do korica - co jest rzeczg mozliwg — osiagneliby$my
dowody ztozone z jednego tylko ogniwa. Dowody takie bytyby
jednak cigzkie i niezrozumiate a niemal kazdy z nich wyma-
galby skonstruowania ad hoc odpowiedniego twierdzenia lo-



gicznego. Mozna jednak pdj$¢ mniej daleko, taczac ze soba po
kilka przeksztalcen teorji zdan przy pomocy nowych twierdzen
z tego zakresu. Teorja zdan wysuwa si¢ tu na pierwszy plan,
poniewaz lwia cze$¢ przeksztalcen, spotykanych w dowodach
matematycznych wiasnie na niej si¢ opiera.

Przy sposobnosci uktadania dowoddéw zupetnych z zakresu
gltéwnie elementéw rachunku rézniczkowego, ktdre ukazg sie
czg$ciowo w napisanym przeze mnie dodatku do T. II ,,Teorji
dowodu” prof. Sleszyniskiego, natrafitem na pewng liczbe pro-
stych twierdzen z zakresu teorji zdan, ktore przyczyniajg si¢ do
upraszczania rozumowan we wspomniany sposéb. Obok tego,
do$¢ znaczne skroty mozna uzyskaé przez stosowanie rozma-
itych odmian klasycznych twierdzen. W ten sposéb udaje sie
otrzymywa¢ dowody krétsze o potowe lub dwie trzecie od tych,
ktére opieraja sie jedynie na klasycznych twierdzeniach teorji
zdan.



Zygmunt Zawirski (Lwow)

Stosunek logiki do matematyki

Frege i Russell zrealizowali my$] Leibniza o sprowadzeniu
matematyki do logiki. Praca ich wymaga jednak pewnych wyja-
$nien i uzupelnien. Pojecia pierwotne matematyki daja sie bez
reszty sprowadzi¢ do poje¢ pierwotnych logiki, ale nie wszyst-
kie aksjomaty matematyczne daja si¢ bez reszty sprowadzié
do aksjomatdéw logiki. Do takich aksjomatéw pozalogicznych
matematyki naleza aksjomat nieskonczonosci i aksjomat wy-
boru (multyplikatywny). Naleza one do aksjomatéw istnienia;
nie mozna jednak dopatrywac sie w nich cechy wyrdzniajacej
matematyke od logiki, gdyz aksjomaty istnienia zachodzg takze
w logice mianowicie: aksjomat uzycia zmiennej rzeczywistej,
zakladajacy istnienie przynajmniej jednego przedmiotu i aksjo-
mat sprowadzalnosci. Wszystkie aksjomaty istnienia zaréwno
zachodzace w logice jako tez zachodzace w matematyce winny
by¢ przyjmowane warunkowo (czego autorowie Principiéw nie
zaznaczyli nalezycie w odniesieniu do aksjomatu sprowadzal-
noéci). Nadto potrzebny jest dowod niesprzecznosci przyjmo-



wanych aksjomatéw logiki i matematyki czego w Principiach
brak.

Poza kierunkiem pracy Russella, na szczegolng uwage za-
stuguje kierunek symboliczny Hilberta, ktéry nie przywiazuje
zbyt wielkiej wagi do rezultatu Russella sprowadzenia pojeé
pierwotnych matematyki do poje¢ pierwotnych logiki a zmierza
przedewszystkiem do wykazania niesprzecznosci aksjomatéw
logiczno-matematycznych. Kierunek ten, jakkolwiek nie doce-
nia troche wynikéw prac Russella nie moze by¢ jednak trak-
towany jako zasadniczo niezgodny z kierunkiem Whiteheada
i Russella, i raczej przez dowdd niesprzecznosci aksjomatéw
logiczno-matematycznych (o ile dowdd ten jest bez zarzutu,
co na razie nie tatwo oceni¢ wobec fragmentaryzacji przedsta-
wienia) stanowi¢ moze wazne uzupelnienie prac Whiteheada
i Russella.

Natomiast kierunek intuicyjny reprezentowany w matema-
tyce przez Brouwera i Weyla, nie uwidocznia na razie glebszej
wartosci naukowej i stusznie przez Hilberta zostal skwalifiko-
wany jako ,,Putschversuch” Trudno tez zrozumie¢, dlaczego
intuicyjnym mieni si¢ kierunek, ktdry ogranicza w matematyce
waznoé¢ zasady logicznej tak intuicyjnie pewnej i oczywistej,
jaka jest zasada wylaczonego $rodka.



Adolf Lindenbaum (Warszawa)

Méthodes mathématiques dans les
recherches sur le systéme de la théorie de
déduction

Dans les recherches ,,métamathématiques” dont lobjet est
la théorie de déduction (au sens das ,,Principia Mathematica”),
il y a des problémes ot lon introduit avec succes des méthodes
et des notions de la théorie des ensembles, de l'arithmétique,
de la théorie des nombres ou de I'analyse.

Stanistaw Jaskowski (Warszawa): Teorja dedukcji oparta na
dyrektywach zatozeniowych.

Jan Lukasiewicz (Warszawa): 1. Teorja dedukcji (wyniki badan).
2. Systemy logik wielowartosciowych.



Dzial I1. Teorja mnogosci i funkcji
Zmiennej rzeczywistej.



Waclaw Sierpinski (Warszawa)

Funkgcje a zbiory

Badanie funkgji jest w §cistym zwigzku z badaniem zbioréw.
Jezeli np. mamy dang funkcje zmiennej rzeczywistej f(x), to jej
obraz geometryczny jest pewnym zbiorem punktow plaszczyzny.
Wlasno$ci badanej funkgji zalezg oczywiscie od wlasnosci tego
zbioru.

Z drugiej strony, badanie zbioréw punktéw daje si¢ sprowa-
dzi¢ do badania funkcji. Majac np. dany zbiér Z punktéw pro-
stej (osi x-6w), okre$lmy funkcje f(x) zmiennej rzeczywistej
x, ktadac f(x) = 1dla liczb x nalezacych do zbioru Z, oraz
f(x) = 0dlaliczb x nie nalezgcych do Z: bedzie to t. zw. funkcja
charakterystyczna zbioru Z, ktorej badanie jest rownowazne
badaniu zbioru Z. Funkeja charakterystyczna zbioru plaskiego
bylaby oczywiscie funkcjg dwuch zmiennych rzeczywistych.

Juz najprostsze zagadnienia, dotyczace funkcji ciggtych do-
prowadzajg do rozwazania réznych klas zbiordw.

Majac np. dang funkgje ciggla f(x) zmiennej rzeczywiste;j,
badamy zbidr jej miejsc zerowych, t. j. zbidr wszystkich tych



liczb rzeczywistych x, dla ktorych f(x) = 0. Co to jest za zbidr?
Jaki warunek jest koniecznym i wystarczajacym, aby zbiér Z
byl zbiorem miejsc zerowych pewnej funkgji ciaglej zm. rzecz.?
Zbiory miejsc zerowych funkgji ciagltych, sg to zbiory zamkniete.
Inna wlasnoé¢ charakterystyczna zbioréw zamknietych jest
ta, ze zawieraja wszystkie swe miejsca skupienia, t. j. granice
ciggdw, ktorych wyrazy zawieraja.

Znanem jest z analizy twierdzenie, Ze funkcja ciagla, okre-
$lona w przedziale skoficzonym (wraz z konicami) dosiega w tym
przedziale swych kreséw. Czy twierdzenie to daje si¢ uogdlni¢
na funkgje ciagle, okreslone nie w przedziale z koficami, ale
w jakims$ zbiorze Z? Wiemy, Ze nie dla kazdego zbioru Z bedzie
ono stusznem: np. nie bedzie juz stusznem dla przedziatu bez
koncow. Jakim wiec warunkom winien czyni¢ zado$¢ zbidr
Z, aby kazda funkcja ciagta, okreslona w zbiorze Z, dosi¢gata
w nim swych kreséw? Okazuje si¢, Ze na to potrzeba i wystarcza,
aby zbiér Z byl ograniczonym i zamknigtym.

Zbiory ograniczone i zamkniete posiadajg ciekawa wila-
sno$¢: sa wszystkie obrazami cigglymi jednego zbioru (z posréd
nich), np. tak zwanego zbioru doskonalego nigdziegestego Can-
tora

WeZzmy inne twierdzenie znane z Analizy, np. to, ze funkcja
ciagta w przedziale, przechodzac od jednej wartoéci do drugiej,
przechodzi przez wszystkie wartosci posrednie. Jakim warun-
kom winien czyni¢ zado$¢ zbidr Z (np. plaski), aby kazda funk-
cja ciggla w zbiorze Z posiadata te wlasno$¢, ze jezeli przyjmuje
w zbiorze Z dwie rézne wartoéci, to przyjmuje tez w zbiorze



Z kazda warto$¢ posrednia miedzy niemi? Okazuje sie, Ze na
to potrzeba i wystarcza, izby zbiér Z byt spdjny, t. j zeby nie
dat si¢ rozbi¢ na dwie czesci, z ktérych zadna nie zawiera ani
punktdw, ani miejsc skupienia drugiej.

Na to, zeby oba wspomniane tutaj twierdzenia analizy by-
ty dla zbioru Z stuszne (tw. o kresach i t. zw. tw. Darboux),
potrzeba i wystarcza, aby zbidr Z (o ile si¢ nie sktada z jedne-
go tylko punktu) byt continuum (t. j. zbiorem ograniczonym,
zamknietym i spojnym).

Wezmy teraz takie zagadnienie: Jakim warunkom winien
czyni¢ zado$¢ zbior Z, aby z réwnosci w zbiorze Z dwuch funk-
¢ji ciaglych zm. rzeczyw. mozna byto wnioskowac¢ o ich réw-
nosci dla wszystkich rzeczywistych x? Okazuje sie, ze na to
potrzeba i wystarcza, zeby zbidr Z byl wszedziegesty, t. j. zeby
w kazdym przedziale lezaly punkty zbioru Z.

Majgc dang funkcje zmiennej rzeczywistej f(x) mozemy
bada¢ zbidr jej punktéw nieciggtosci. Jakie warunki sg koniecz-
ne i wystarczajace na to, zeby dany zbidr Z mogt by¢ zbiorem
wszystkich punktéw nieciaglosci jakiej$ funkeji zmiennej rze-
czywistej? Okazuje sie, Ze na to potrzeba i wystarcza, zeby zbior
Z byt sumg szeregu nieskonczonego zbioréw zamknietych, czy-
li t. zw. zbiorem F,. W$réd zbioréw F, réwniez istniejg takie,
ktérych obrazy ciagle daja wszystkie zbiory F,;.

Rézne zagadnienia doprowadzajg do badania réznych klas
zbiordw, bardziej lub mniej skomplikowanych. To tez zaszta po-
trzeba zrobienia jakiego$ porzadku wérdd réznych spotykanych
zbioréw i wprowadzenia odpowiedniej nomenklatury.



Pierwsze pytanie, ktdre sie tu nasuwa, to jest to, zapomoca
jakich operacji mozemy, wychodzac z pewnych elementarnych
zbiordw, otrzymywac zbiory, potrzebne do naszych badan?

Najwazniejsze operacje na zbiorach sg trzy: dodawanie zbio-
row, czyli laczenie w jeden zbiér dwuch lub wigkszej liczby
zbioréw, odejmowanie zbioréw czyli usuwanie z jednego zbio-
ru tych elementéw, ktére naleza do drugiego, oraz mnozenia
zbioréw, czyli tworzenie czesci wspdlnej dwuch lub wiecej zbio-
réw. Suma szeregu skoniczonego lub nieskoriczonego zbioréw
Zy+ Zy + Zs + ... jest to wiec zbidr, zawierajacy wszystkie
elementy kazdego ze skfadnikéw i tylko takie elementy; iloczyn
ciggu skonczonego lub nieskoriczonego zbioréw Z; Z, Zs, . ..
jest to zbior, zawierajacy te i tylko te elementy, ktore naleza
do kazdego z czynnikéw. Roznica zbioru Z, — Z,, jest to zbior,
utworzony z tych elementéw zbioru Z;, ktére nie nalezg do Z,.

Mnozenie zbioréw daje si¢ zresztg zawsze sprowadzi¢ do
dodawania i odejmowania zbioréw, w mysl tozsamosci

207375 =21 - [((Z1- Z3) + (21— Z3) + (Zy— Za) + ... ].

Niech R oznacza jakakolwiek rodzine zbioréw. Rodzine
wszystkich zbioréw, bedacych sumami szeregéw nieskonczo-
nych zbioréw, nalezacych do rodziny R, oznaczamy przez R,
za$ rodzing wszystkich zbioréw, bedacych iloczynami nieskon-
czonemi zbioréw, nalezacych do rodziny R, oznaczamy przez
Rs. Jasnem jest, co oznaczajg symbole B,s, Rsy, Roso it d.
Latwo widzie¢, ze zawsze R, = R, oraz Rss = Ry, gdyz kazdy
ciagg podwdjny mozna, jak wiadomo, ustawi¢ w ciag zwykly.



Zbiory zamknigte oznaczane sg przez F; ich dopelnienia,
czyli zbiory otwarte, oznaczane s3 przez G. Jasnem jest, co
oznaczaja symbole Fs, Dy, Fy5, Gsg» Foss 1 t. d Symboli Fy
i G, nie mamy potrzeby wprowadza¢, gdyz iloczyn zbioréw
zamknietych jest zawsze zamkniety (zatem Fs = F) za$ suma
zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym (a wigc G5 = G).

Wiec np. na to, zeby zbiér Z byl zbiorem wszystkich punk-
tow ciaglosci jakiej$ funkcji zmiennej rzeczywistej, potrzeba
i wystarcza, izby byt Gs. Na to, zeby zbior byt zbiorem wszyst-
kich wartosci, ktére jakas funkcja ciggta przyjmuje nieskoncze-
nie wiele razy, potrzeba i wystarcza, izby byl suma zbioru Gy,
oraz zbioru skonczonego lub przeliczalnego.

Wezmy teraz przyklad z teorji funkcji zmiennej zespolo-
nej. Mamy dany szereg potegowy o skoniczonym promieniu
zbieznosci. Co mozna powiedzie¢ o zbiorze tych punktéw kota
zbieznosci, w ktdrych szereg jest zbiezny? Udowodniono, ze
jest to zawsze zbidr F,s; otwartem jednak pozostaje pytanie,
czy kazdy zbidr F,s, polozony na kole, jest zbiorem wszyst-
kich punktéw zbieznosci jakiego$ szeregu potegowego, ktérego
kotem zbieznoéci jest uwazane kolo.

Zbiory F, G, F,, Gs, Fys i t. d., przedstawiaja najprostsze
klasy t. zw. zbioréw Borela. Sg to zbiory, ktére powstaja z prze-
dzialéw przez stosowanie przeliczalnej ilo$ci dodawan i mno-
zen. Klase wszystkich zbioréw borelowskich mozna tez okresli¢
jako najmniejszg klase K zbioréw, posiadajacg nastepujace dwie
wlasnoéci 1° klasa K zawiera wszystkie przedziaty; 2° klasa K



zawiera sumy oraz iloczyny kazdego ciggu nieskoriczonego
zbioréw, nalezacych do K.

Jak 0gdlna jest klasa zbioréw Borela, dowodzi chocby fakt,
ze wszystkie zbiory, ktore badano do r. 1905-go, nie wylgcza-
jac przyktadow na najrozmaitsze osobliwosci, byty zbiorami
Borela. Dopiero w r. 1905-ym Lebesgue zbudowal pierwszy
przyktad zbioru nie-borelowskiego, ale uczynit to przy pomo-
cy liczb pozaskoniczonych i w sposéb nader skomplikowany.
To tez jeszcze przez kilkanascie lat panowalo przekonanie, ze
wszystkie proste operacje, wykonywane na zbiorach Borela,
daja jako wyniki tylko zbiory Borela. Dopiero Suslin w r. 1916
okazal, ze tak nie jest, mianowicie, ze juz rzuty zbioréw Gs
(plaskich) moga nie by¢ zbiorami Borela. Rzuty zbioréw Borela
tworza nows, obszerniejszg klase zbioréw, zwanych zbiorami
(A), albo analitycznemi. Teorje tych zbioréw rozwinat gtéwnie
prof. Luzin. Jak ogélnemi sg zbiory (A), dowodzi chocby fakt,
ze wszystkie zbiory punktoéw, ktére byly okreslane efektywnie
az do chwili zbudowania teorji zbioréw (A), nie wylaczajac
przyktadéw zbioréw nie-borelowskich, byly badz zbiorami (A),
badz ich dopelnieniami.

Dzi$ posiadamy juz szereg réownowaznych definicji zbio-
réw (A). Do zbioréw tych doprowadzajg rézne zagadnienia,
dotyczace funkeji ciaglych, lub najprostszych funkeji niecia-
glych. Najprostszemi funkcjami po funkcjach ciaglych s funk-
cje zmiennej rzeczywistej, ciagle wszedzie conajmniej z jednej
strony, np. lewej. Ot6z zbiér wszystkich wartosci takiej funk-
cji jest zawsze zbiorem (A), i kazdy zbiér (A) (linjowy) jest



zbiorem wszystkich warto$ci pewnej funkcji wszegdzie ciaglej
ze strony lewej. Co do funkgji ciaglych ze strony lewej, to za-
uwazymy, ze przy ich pomocy daje sie ustali¢ odwzorowanie
wzajemnie-jednoznaczne pomiedzy punktami odcinka, a punk-
tami kwadratu, czego, jak wiadomo, nie mozna zrobi¢ zapomo-
ca funkcji ciaglych.

Zbiory (A) sg dosy¢ dobrze zbadane; nie mozna jednak
tego powiedzie¢ o ich dopetnieniach, czyli t. zw. zbiorach CA.
Jednem z nierozstrzygnietych dotad pytan, dotyczacych tych
zbiordw, jest pytanie, czy w kazdym nieprzeliczalnym zbiorze
CA daje si¢ okresli¢ funkcja, przybierajaca wszystkie wartosci
rzeczywiste.

W r.1924 zauwazy! Luzin, Ze istniejg bardzo proste opera-
cje, ktore, dokonane skonczong liczbe razy na zbiorach Borela,
doprowadzajg juz nie tylko do zbioréw (A) i ich dopetnien, ale
do zbioréw znacznie bardziej skomplikowanych. Sg to operacje
rzutu i dopelnienia.

Przez rzut punktu (X1, x2, .. ., X, ) przestrzeni m-wymiaro-
wej rozumiemy punkt (X1, X2, ..., X,_1) przestrzeni m —1 wy-
miarowej, a wiec punkt, otrzymany z danego przez odrzucenie
ostatniej jego spolrzednej. Rzut zbioru jest zbiorem rzutéw jego
punktow. Przez dopelnienie zbioru Z, lezacego w przestrzeni
m-wymiarowej R,,, rozumiemy zbidér R,, — Z. Rzut zbioru Z
oznaczmy przez PZ, dopelnienie przez CZ. Jasnem jest znacze-
nie symboli PZ, CPZ, PCPZ i t. d. Zbiory, otrzymywane ze
zbioréw zamknietych przestrzeni o dowolnej, skoficzonej licz-
bie wymiaréw, przez stosowanie skoniczonej liczby razy operacji



PiC, nazywamy zbiorami rzutowymi. Okazuje sie, ze zbiory PF
sg to zbiory F;; (i naodwrét), CPF s3 G; (i naodwroét), PCPF
sg zbiorami (A) (i naodwrét). O pewnych ich wlasnoéciach
bede mial sposobnos$é méwi¢ szczegdtowiej w komunikacie
sekcyjnym. Jak ogélnymi s3 zbiory rzutowe, dowodzi fakt, ze
wszystkie zbiory punktowe, ktore byly efektywnie okreslone
az do r. 1925-go byly zbiorami rzutowymi. Dzi$ juz jednak
potrafimy okresla¢ efektywnie zbiory punktowe, nie bedace
rzutowymi.

Zbiory majg zastosowanie nie tylko w teorji funkcji zmien-
nej rzeczywistej. W dzisiejszej analizie wazna role odgrywaja
funkcje ktérych zmiennymi s zbiory punktéw, za$ wartoscia-
mi - liczby rzeczywiste Sg to t. zw. funkcje zbioréow. Wsrod
nich wyrdzniajg sie addytywne, t. j. spetniajace warunek f(Z; +
Zr+...) = f(Z) + f(Z,) + ..., dla kazdego skoficzonego,
wzglednie nieskoficzonego szeregu zbiordéw, zaleznie od tego,
czy chodzi o addytywno$¢ zwykla czy tez bezwzgledna. Do
takich funkcji nalezy np. miara zbioru. Calka sprowadza sie,
jak wiadomo, do miary: np. catka funkcji zmiennej rzeczywi-
stej jest miarg pewnego zbioru plaskiego, wyznaczonego przez
obraz tej funkcji. Do funkcji zbioru daja sie tez sprowadzi¢
t. zw. funkcje linji, gdzie zmiennemi sa funkcje, za$ wartosciami
liczby rzeczywiste.

Z drugiej strony, przy badaniu zbioréw, funkcje odgrywaja
nader wazna role, zwlaszcza funkcje, ktorych elementami oraz
warto$ciami s punkty (wogdle przestrzeni wielowymiarowej).

O funkgji f(p), okreslonej dla elementéw p danego zbioru



Z, ktérej wartoéciami f(p) sa elementy zbioru F méwimy, ze
jest roznowarto$ciows, jezeli zawsze f(p) # f(q),dlap # g.

Jezeli istnieje funkcja réznowarto$ciowa, okreslona w zbio-
rze Z, ktdrej zbiorem wartoéci jest zbior T, to méwimy, ze
zbiory Z i T sa réwnej mocy. Jezeli nadto funkcja ta jest ciagla
w zbiorze Z, za$ jej funkcja odwrotna jest ciagla w zbiorze Z, to
moéwimy, ze zbiory Z i T s3 homeomorficzne. Stad juz widag,
jak wazng role odgrywa pojecie funkeji zar6wno w ogdlne;j
teorji mnogosci (w teorji mocy), jak réwniez w topologji, ktora
zajmuje si¢ badaniem wlasnosci zbioréw, ktdre sg niezmienni-
kami przeksztatcenn homeomorficznych.

Wazng role odgrywaja tez w réznych badaniach funkcje,
ktére zbiorom przyporzadkowywuja zbiory. Kazda operacja na
zbiorach jest takg wlasnie funkcja: np. rzut zbioru, dopelnie-
nie zbioru, zbiér wszystkich punktéw skupienia zbioru i t. p.
W pewnych badaniach spotykamy tez funkcje, ktére liczbom
rzeczywistym przyporzadkowywuja zbiory. Prosty przyklad
takiej funkcji otrzymujemy, przecinajac dany zbiér plaski Z
prostemi réwnoleglemi do osi y-6w Kazdej liczbie rzeczywistej
x odpowiada tu zbidr wszystkich punktéw zbioru Z o odcie-
tej x. W ostatnich czasach badano tez funkcje, ktore rodzinom
zbioréw przyporzadkowywuja rodziny zbioréw. Przyktadami
takich funkeji sa np. f(R) = R, f(R) = Rs.
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. Zbiory n(E) i u(E).

Podam tutaj przedewszystkiem definicje zbioréw rzuto-

wych, odbiegajaca cokolwiek od oryginalnej definicji prof. Luzi-
na. Réznica bedzie polegala na tem, ze w definicji, ktérg podam,



wyeliminowane b¢da zbiory mierzalne B, stanowiace w defini-
¢ji Luzina punkt wyjscia.

Niech (x1,x2, ..., Xm-1, X ) 0znacza punkt w przestrzeni
euklidesowej m-wymiarowej (m > 1). Przez rzut tego punk-
tu bedziemy rozumieli punkt (x;, x5, ...,%n,-1) przestrzeni
(m-1)-wymiarowej. Przez rzut zbioru, potozonego w przestrze-
ni m-wymiarowej, rozumie¢ bedziemy zbiér rzutéw wszystkich
jego punktéw. Rzut zbioru E oznaczaé bedziemy przez P(E),
dopetlnienie zas zbioru E (wzgledem tej przestrzeni, w ktorej
lezy) - przez C(E). Rzut i dopetnienie: P i C, beda to dwie ope-
racje elementarne.

Zbiorami rzutowymi nazywamy zbiory przestrzeni o dowol-
nej (skonczonej) liczbie wymiaréw, ktére dadzg si¢ otrzymac ze
zbioréw zamknietych (przestrzeni o dowolnej wigkszej liczbie
wymiaréw) przez stosowanie skoriczong liczbe razy operacji
rzutu i dopelnienia.

Rozpatrzmy nieco blizej klasy zbioréw, ktére w ten sposéb
stopniowo otrzymujemy.

Jezeli przez F oznaczaé bedziemy zbiory zamkniete prze-
strzeni m-wymiarowej, to, jak to fatwo mozna okaza¢, rodzina
zbioréw P(F) pokrywa sie z rodzing zbioréw F,. Godnem
uwagi jest, ze kazdy zbi6r P(F) jest obrazem ciagtym tego sa-
mego zbioru zamknietego linjowego, ktory otrzymamy, umiesz-
czajac w kazdym z przedzialéw o koncach, bedacych kolejne-
mi liczbami calkowitemi, znany zbiér doskonaly nigdziegesty
Cantora.

Zbiory CP(F) sa to oczywiscie zbiory G4 (i naodwrdt).



Zbiory PCP(F) sa to wiec rzuty zbior6w Gy, czyli zbiory (A)
(analityczne) (i naodwrét).

U Luzina punktem wyjscia s zbiory Borela - bedziemy je
oznaczali przez B. Pierwszg klase zbioréw rzutowych stanowig
u Luzina zbiory P(B) oraz CP(B), a wiec zbiory (A), oraz ich
dopetnienia.

Jak wiadomo, kazdy zbiér (A) (w przestrzeni m-wymia-
rowej) jest obrazem ciggltym tego samego zbioru (linjowego),
mianowicie zbioru wszystkich liczb niewymiernych. Nowy wy-
nik, ktéry otrzymatem, jest ten, ze kazdy zbior C(A) jest obra-
zem ciggltym tego samego zbioru C(A) linjowego, H. Moznaby
poda¢ efektywna, arytmetyczng definicje¢ zbioru H. Zbiér H
oczywiécie nie moze by¢ zbiorem (A), gdyz kazdy obraz ciagly
zbioru (A) jest zbiorem (A), za$ wérdd zbioréw C(A) istnie-
ja jak wiadomo, takie, ktére nie sg zbiorami (A). Zbiér CH
jest wiec przyktadem zbioru (A), ktérego dopelnienie nie jest
zbiorem (A), skad wynika, jak wiadomo, ze zbidr ten nie jest
mierzalny B. Zbiér H posiada jeszcze inng ciekawa wlasnos¢:
jego obrazy ciagle pokrywaja sie z rzutami zbioréw CA, czyli
ze zbiorami PCPCP(F).

Dla udogodnienia, wprowadzimy dalej nastepujace ozna-
czenia. Przez Py oznaczaé bedziemy zbiory F,, przez C, -zbio-
ry Gs. Okreslimy, dalej, przez indukcje, zbiory P, i C, (dla
n=123,...).

Przez P, bedziemy rozumieli zbiory P(C,,-1), za$ przez C,
zbiory C(P,_1). Zatem P; beda to zbiory (A), C; - ich dopet-
nienia, P, - rzuty dopelnieni zbioréw (A). Zbiory P, oraz C,,



ktore nie sa P,_; ani C,,_;, tworza n-ta klase zbioréw rzutowych
Luzina

Uogodlniajac wspomniany wyzej wynik, dotyczacy zbioru
H, udowodnilem, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
zbidr linjowy H,, bedacy zbiorem C,_;, takim, iz zbiory P,
pokrywaja sie z obrazami ciaglemi zbioru H,.

Z definicji zbioréw Py, wynika, ze suma oraz iloczyn przeli-
czalnej mnogosci zbioréw P, jest zbiorem P;. Natomiast otwar-
tem pozostawalo pytanie, czy podobng wlasnoé¢ posiadaja su-
my, oraz iloczyny zbioréw P, (dla n = 2,3,...). Otéz udowod-
nifem, ze suma oraz iloczyn przeliczalnej mnogosci zbioréw P,
jest zbiorem P, (dla n > 1). Wynika stad, ze jezeli na zbiorach
rzutowych klasy < n Luzina wykonamy skoniczong lub przeli-
czalng mnogo$¢ dodawan, odejmowan, lub mnozen zbioréw, to
otrzymamy zbiory, bedace klasy conajwyzej n +1 (jednoczesnie
P,111Cpy1). Wynika stad tez. ze wynik tak zwanej operacji (A),
dokonanej na zbiorach P,, jest zawsze zbiorem P,,. W szczegdl-
noéci wiec wynik operacji (A), dokonanej na zbiorach CA, jest
zbiorem P,. Waznem byloby zbadanie, czy naodwrét, kazdy
zbidr P, jest wynikiem operacji (A) na zbiorach CA. Gdyby
bowiem tak bylo, to wynikaloby stad, ze kazdy zbidr P, (a wigc
tez kazdy zbidr rzutowy klasy 2 Luzina) jest mierzalny (L),
oraz spelnia warunek Baire’a. Pytania te nie sg dotad, jak wiado-
mo, rozstrzygniete, a prof. Luzin jest zdania, ze nigdy nie beda
rozstrzygniete. Dla rozstrzygniecia pytania, czy kazdy zbior Py
jest wynikiem operacji (A) na zbiorach CA, wystarczatoby roz-
strzygnac, czy tak zwany zbidr plaski uniwersalny P, posiada te



wlasno$¢ (Uniwersalnym (ptaskim) zbiorem P, nazywamy taki
plaski zbior P,, ktérego przecigcia réwnolegtemi do osi y-6w
daja wszystkie zbiory P; linjowe. Mozna udowodni¢, ze istnieja
zbiory P, oraz C, uniwersalne, dlan =0,1,2,3,...).

Co do wlasno$ci Baire’a, to zbudowaltem efektywnie zbidér
P, liniowy Z taki, ze zagadnienie, czy kazdy linjowy zbiér rzu-
towy klasy 2 Luzina posiada wlasno$¢ Baire’a, jest rOwnowazne
pytaniu, czy zbiér Z posiada wlasnoé¢ Baire’a.

P. Nikodym nazywa doskonale mierzalnymi w znaczeniu
wezszem zbiory, ktorych wszystkie obrazy ciggle sa mierzalne
(L). Otoz tatwo widzied, ze pytanie, czy kazdy zbiér P, jest
doskonale mierzalny w znaczeniu wezszem, jest rOwnowazne
pytaniu czy zbiér H; jest doskonale mierzalny w znaczeniu
wezszem. Istnieje wiec przyklad efektywny, arytmetyczny, zbio-
ru, co do ktorego nie jesteSmy w stanie, a (wedlug Luzina -
nigdy nie bedziemy w stanie) rozstrzygna¢, czy jest doskonale
mierzalny w znaczeniu wezszem.

Zbiory P, s3, jak wiadomo, sumami Ry, zbioréw Borela: nie
wiadomo jednak, czy sa one tez iloczynami &; zbioréw Borela.
I to pytanie sprowadza si¢ do pytania, czy pewien efektywny
zbidr P, jest sumg R, zbioréw Borela.

Co do mierzalnosci (L) zbioréw rzutowych klasy 2-giej,
to nasuwa si¢ tu jeszcze takie pytanie: Czy wystarczy udowod-
ni¢ mierzalno$¢ (L) zbiorédw rzutowych 2-giej klasy linjowych,
czy tez trzeba przeprowadzaé¢ dowdd osobno dla zbioréw lin-
jowych, osobno dla plaskich, dla przestrzennych, i t. d. Otéz
udowodnifem, ze gdyby sie dowiodlo, ze wszystkie zbiory rzu-



towe 2-giej klasy linjowe sg mierzalne L, to stad juz bedzie
wynikalo, ze wszystkie zbiory rzutowe klasy 2-giej w przestrze-
ni m-wymiarowej s mierzalne L. Dowdd opiera si¢ na pewnej
elementarnej, ale, zdaje sie nie znanej dotgd wlasnosci krzywej
ciagltej Peano, wypelniajacej kwadrat (tej, ktora sie otrzymu-
je przez kolejne dzielenie kwadratu, wzglednie odcinka, na
9,9%,9% i t. d. rownych czesci). Mianowicie, jezeli Z jest dowol-
nym zbiorem punktéw przedziatu (0,1), ktéry krzywa Peano
przeksztalca na zbior ptaski T (punktéw kwadratu), to miara ze-
wnetrzna (wzglednie wewnetrzna) linjowa zbioru Z jest réwna
mierze zewngtrznej (wzglednie wewnetrznej) powierzchniowej
zbioru T.

Jak juz wspomniatem, istnieje zbior linjowy G4 (np. zbior
wszystkich liczb niewymiernych) ktérego obrazy ciagte daja
wszystkie zbiory (A). Otdz nasuwa sie pytanie, ktore ze zbioréw
G, linjowych posiadajg jeszcze te samg wlasnos¢. Udowodni-
tem, Ze na to izby obrazy ciggle zbioru Gs linjowego dawaty
wszystkie zbiory (A), potrzeba i wystarcza, izby zbidr ten nie
byt F,. Wyniku tego nie oglaszatem drukiem, gdyz dowiedzia-
tem sie, ze p. Dr. W. Hurewicz ma wynik jeszcze mocniejszy,
mianowicie, ze odwzorowania ciagte wzoru (A), nie bedacego
F, dajg wszystkie zbiory (A). Jezeli wiec nazwiemy zbiorami
doskonale mierzalnymi B te, ktérych wszystkie obrazy ciagle sa
mierzalne B, to z posrod zbioréw linjowych jedynemi zbiorami
doskonale mierzalnymi B s3 zbiory F,. Ciekawg rzecza byloby
zbadanie, ktdre ze zbioréw CA posiadaja t¢ wlasnoéé, ze ich



odwzorowania ciagle dajg wszystkie zbiory P,. Czy wystarczy
tu moze, zeby zbiér CA nie byl mierzalny B?

Précz rzutu jest jeszcze inna operacja, ktora doprowadza
do zbioréw rzutowych: jest to operacja przesiewania zbioréw
przez sito (crible) Luzina. Ujmiemy rzecz te cokolwiek ogdlniej,
niz tuzin.

Dla kazdego zbioru E, lezacego w pét-plaszczyznie y > 0
oznaczmy przez K(E), i nazwijmy zbiorem przesianym przez
sito E, zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x, takich, iz prosto-
padta, wystawiona w punkcie x do osi odcietych, trafia zbior
E w zbiorze punktéw, ktory nie jest dobrze uporzadkowany
wedtug wzrastajacych rzednych.

Okazuje sie, ze zbiory (A) (linjowe) pokrywajg sie¢ ze zbio-
rami K(F). Udowodnilem tez, ze jezeli E jest zbiorem P, (pta-
skim), to K(E) jest zbiorem P, (linjowym), oraz ze zbiory P,
linjowe pokrywaja sie ze zbiorami K(C,_1).

Wspomne wreszcie o pewnym wyniku, dotyczacym zbioru
n(E) tych liczb a, dla ktérych prosta x = a trafia zbi6r plaski
E w zbiorze punktéw zawierajacym podmnogo$¢ doskonata.
Luzin dowiddl, ze jezeli E jest zbiorem CA, to n(E) jest zbio-
rem P,. Ot6z mozna okazaé, ze kazdy zbidr P, linjowy jest
zbiorem 71(E), gdzie E jest pewnym (odpowiednio dobranym)
zbiorem CA (plaskim). W zwigzku z tym wynikiem wylania
sie nastepujace zagadnienie.

Oznaczmy przez u( E) zbiér wszystkich liczb a, dla ktérych
prosta x = a trafia zbidr plaski E w nieprzeliczalnej mnogosci
punktéw. Luzin udowodnil, ze jezeli zbiér E jest CA, to zbiér



p(E) jest Cs, przyczem metoda Luzina nie daje na y(E) nizszej
klasy. Gdyby si¢ okazalo, ze jezeli zbiér E jest CA, to zbiér
¢(E) moze nie by¢ to wynikaloby stad istnienie zbioréw CA
nieprzeliczalnych, niezawierajgcych podmnogos$ci doskonale;.



Alfred Tarski (Warszawa)

Geschichtliche Entwicklung und
gegenwirtiger Zustand der
Gleichmaichtigkeitstheorie und der
Kardinalzahlarithmetik

Die Theorie der Gleichméchtigkeit und der Kardinalzahlen
besitzt trotz ihrer kurzen, denn kaum fiinfzigjahrigen Existenz
eine interessante und charakteristische Entwicklungsgeschich-
te.

Diese Theorie bildet bekanntlich einen wichtigen Teil einer
umfassenden mathematisechen Disziplin — der Mengenlehre.
Sie verdankt ihre Entstehung, wie iberhaupt die ganze Men-
gentheorie, einem eiiizigen Forscher — Georg Cantor. In seinen
bekannten Arbeiten von den Jahren 1874-1897Y hat bereits Can-

n Angesichts einer ausfiihrlichen Bibliographie der abstrakten Mengen-
lehre, die in dem neuen Buch von A. Frinkel: Einleitung in die Mengenlehre,
te Auflage, Berlin 198, S. 391-417, sich befindet, wird in diesem Artikel von
genaueren Zitaten abgesehen.



tor simmtliche Grundbegriffe dieser Theorie eingefiihrt, sowie
eine Reihe der Fundamentalsitze aus diesem Gebiete begriindet
oder zum wenigsten formuliert. Das Cantor’sche Werk wurde
von seinen Schiilern und Nachfolgern - den Herren E Bernste-
in, Hessenberg, J. Konig, Russell, Whitehead, Zermelo u. a. -
in intensiver Weise fortgefiihrt. In zahlreichen Abhandlungen
aus den ersten Jahren des laufenden Jahrhunderts, wobei an
ersten Stelle die Dissertation von Hrn Bernstein zu erwahnen
ist, haben die genannten Autoren nicht nur Beweise fiir mehre-
re von Cantor aufgestellten Sitze geliefert, sondern auch viele
neue Resultate mehr oder weniger allgemeiner Natur erreicht,
grosstenteils unter Verwendung sinnreicher Methoden und
subtiler Schliisse.

Als Angelpunkt fiir die Entwicklung der Gleichmaéchtigke-
itstheorie ist das Jahr 1904 zu nennen, in welchem von Hrn
Zermelo zum ersten Male das Auswahlaxiom explicite formu-
liert und zum Beweise des berithmten Wohlordnungssatzes
herangezogen wurde. Infolge dieses Satzes reduziert sich wie
bekannt die ganze Arithmetik der unendlichen Kardinalzahlen
auf einen ihrer Abschnitte, ndmlich auf die Theorie der sog.
Alefs, d. i. der Kardinalzahlen der wohlgeordneten Mengen.
In Verbindung mit gewissen weitgehenden. noch von Cantor
formulierten und etwas spiéter in den Hessenberg’schen Grund-
begriffen der Mengenlehre (1906) begriindeten Alefsitzen, be-
wirkt diese Tatsache, dass ganze Teile der Theorie (Probleme
der Vergleichbarkeit, Addition, Subtraktion und Multiplikation
einer endlichen Faktorenanzahl der Kardinalzahlen) fast trivial



und irgendwelcher interessanten Momente beraubt werden. Ge-
wisse Fragen (in erster Linie Potenzierung der Kardinalzahlen
betreffend), die nach wie vor unentschieden bleiben, erweisen
sich dagegen so schwierig, dass man bis heute noch nicht im Be-
sitze von Methoden ist, die einen wesentlichen Schritt zu ihrer
Beherrschung ermoglichen wiirden. So hat denn fiir Mathe-
matiker, die ohne Vorbehalt das Auswahlaxiom angenommen
haben (und als solche waren und sind auch heute die meisten
Forscher auf dem Gebiete der Mengenlehre zu bezeichnen),
die Kardinalzahlarithmetik seit dem Erscheinen der genannten
Resultate von Herren Zermelo und Hessenberg jede Anziehung-
skraft als Forschungsbereich verloren. Es lésst sich in der Tat in
den nachfolgenden Jahren ein Stillstand in der Fortwicklung
der betrachteten Theorie wahrnehmen; die wenigen Arbeiten,
die zu verzeichnen sind, bilden fast ausschliesslich geringere
Beitrage, die schon bekanntes in anderer Weise darstellen oder
vervollstandigen. Wenn man trotzdem diese Periode nicht als
fruchtlos fiir das uns interessierende Gebiet bezeichnen darf, so
liegt das nur daran, dass damit gleichzeitig eine logische Vertie-
fung und festere Fundierung der Grundlagen der Mathematik,
namentlich der Mengenlehre mitsamt der Gleichmachtigkeit-
stheorie intensiv betrieben wird: es geniigt in dieser Beziehung
auf die bekannte Abhandlung von Hrn Zermelo (aus dem Jahre
1908) und auf das grosse Werk von den Herren Whitehead und
Russell: Principia Mathematica (1912-1913) hinzuweisen.

Erst in den letzten Jahren ist die Forschungsarbeit auf unse-
rem Gebiete in ein lebhafteres Tempo getreten. Es tritt hier



eine Mitwirkung verschiedener Faktoren hervor. Durch eine
wachsende Opposition gegen uneingeschrankten Gebrauch
des Auswahlaxioms wird man vor allem dazu gefiihrt, eine
scharfe Grenze zwischen denjenigen Ergebnissen, die dieses
Axioms bediirfen, und den tibrigen zu ziehen, was insbeson-
dere Untersuehungen iiber die Rolle des Auswahlaxioms bei
der Begriindung einzelner Resultate mit sich bringt. Von die-
sem Standpunkte aus kann als Beginn dieser neuesten Periode
die bekannte Arbeit iiber das Auswahlaxiom vou Hrn Sier-
pinski aus dem Jahre 1919 angesehen werden, obwohl diesbe-
ziigliche Untersuchungen auch schon frither unternommen
wurden. — Es stellt sich ferner heraus, dass die ohne das Au-
swahlaxiom gewonnenen Ergebnisse, wenn sich auch meistens
bloss Spezialfille oder leichte Folgerungen aus Theoremen sind,
welche dieses Axioms bediirfen, auch fiir diejenigen Mathema-
tiker Interesse bieten, die sich gegeniiber axiomatischen Fragen
vollig gleichgiiltig verhalten: die genannten Ergebnisse sind
niamlich oftmals Verallgemeinerungen fihig, deren Anwen-
dungskraft weit iitber den Rahmen der Kardinalzahlarithmetik
und sogar der ganzen Mengenlehre im eigentlichen Sinne des
Wortes hinausreicht. - Es scheinen sich schliesslich auch Zu-
ginge zu jenen noch unbewiltigten und schwierigsten Proble-
men der Theorie zu 6ftnen, die im Vor hergehenden erwihnt
wurden.

Im gegenwirtigen Augenblicke entwickelt sich die Theorie
der Gleichméchtigkeit und der Kardinalzahlen in einigeu Rich-
tungen, die hier eine kurze Besprechung finden méogen.



Es werden zunichst Untersuchungen gefiihrt, die eine we-
itmoglichste Begriindung des in Frage kommenden Gebietes
unter Vermeidung des Auswahlaxioms bezwecken. Diese Unter-
suchungen greifen in verschiedene Teile der Theorie ein. Die bi-
sher erreichten Resultate sind grdsstenteils von spezieller Natur;
die weitergehenden unter ihnen betreffen die Vergleichsrelatio-
nen zwisehen Kardinalzahlen, die Operationen der Addition
und Subtraktion, sowie Eigenschaften der Alefs Auskunft da-
ritber kann in den Lehrbiichern der Mengenlehre von Hrn
Sierpinski®), wie auch in der gemeiusamen Abhandlung von
Hrn Lindenbaum und dem Verfasser: Communication sur les
recherches de la théorie des ensembles (1926) gefunden werden.

In einem engen Zusammenhange mit den erwahnten Unter-
suchungen stehen weitere, die tiber den Bereich der Gleich-
machtigkeitstheorie hinausgehen and die man folgendermas-
sen charakterisieren kann. Indem man diejenigen Beweise ein-
zelner Ergebnisse der Theorie analysiert, die das Auswahla-
xiom (oder zum wenigsten den Wohlordnungssatz von Hrn
Zermelo) nicht benutzen, sucht man allgemeinere Sitze zu
gewinnen, die gewisse Eigenschaften beliebiger, hauptséchlich
eineindeutiger Abbildungen betreffen. Diese Sitze ermoglichen
ihrerseits weitgehende Verallgemeinerungen jener analysierten
Resultate aus der Gleichmachtigkeitstheorie; es treten hier an

2 Vgl. die neu erachienenen Legons sur les nombres transfinis, Paris 1928,
und namentlich Zarys teorji mnogosci (Abriss der Mengenlehre, polnisch),
cz. 1%, wyd. 3'¢, Warszawa 1928.



stelle der Begriffe Gleichméachtigkeit und Kardinalzahl die Be-
griffe der Aequivalenz der Mengen in bezug auf eine gegebene
Abbildungsklasse und des Typus einer solchen Klasse — also derar-
tige allgemeine Begriffe, die als Spezialfille die wichtigen und
bekannten Begriffe der Gleichmachtigkeit, der Aehnlichkeit
geordneter Mengen, der Homéomorphie und der Kongruenz
der Punktmengen, bzw. die Begriffe der Kardinalzahl, des Ord-
nungstypus, des topologischen Typus usw. liefern. Die dadurch
gewonnenen Ergebnisse finden oft interessante Anwendung in
verschiedenen Teilen der Mengenlehre, wie auch in verwand-
ten Gebieten der Mathematik. In dieser Weise entsteht eine
neue Theorie, an Allgemeinheit die Gleichmachtigkeitstheorie
weit iibertreffend, und zwar die Aequivalenztheorie der Mengen
in bezug auf beliebige Abbildungsklassen. Heute darf man es
wohl als eine empirische Tatsache ansehen, dass simmtliche
bekannten Ergebnisse, welche Vergleichsrelationen zwischen
Kardinalzahlen sowie die Verkniipfungen der Addition und
Subtraktion betreffen und unabhingig vom Auswahlaxiom
begriidet waren, bloss Spezialfille von Sitzen dieser neuen
Theorie sind.>) - In der beschriebenen Richtung bewegen sich
die Arbeiten von den Herren Banach, D. K6nig und Kuratow-

3 Es wird sich dabei nicht immer um ganz beliebige Abbildungsklassen
handeln: will mail einzelne Resultate der Gleichmachtigkeitstheorie (etwa den
Aequivalenzsatz von Cantor-Bernstein oder den Bernstein'schen Satz {iber
die Division der Kardinalzahlen) verallgemeinern, so muss man den Klassen
mehr oder wenig speziellen Eigenschaften, wie z. B. die Grruppeneigenschaft
oder die sog. (endliche oder abzahlbare) Additivitit, zuschreiben.



ski im VI und VIII Bd. der Fundamenta Mathematicae. Viele
Ergebnisse aus diesem Bereiche sind von Hrn Lindenbaum
und dem Verfasser gefunden, aber noch nicht veroffentlicht
worden; kurze Mitteilungen dariiber findet man in der schon
zitierten Communication.

Anderer Art sind Untersuchungen, welche eine Klarung
der Rolle des Auswahlaxioms in den Beweisen einzelner Sitze
der Theorie der Kardinalzahlen zum Ziele haben. Diese heut-
zutage weit geférderten Untersuchungen haben zu ziemlich
unerwarteten Resultaten gefiihrt: Es stellt sich heraus, dass
zahlreiche Sitze, die ganz spezielle Folgerungen jenes Axioms
zu sein scheinen, sind doch als mit ihm in seiner ganzen Aus-
dehnung dquivalent erweisen. Gegenwirtig lassen sich in der
Kardinalzahlarithmetik nur wenige Sétze angeben, fiir welche
sich nicht eine der beiden Eventualititen nachweisen liesse:
entweder die Unabhingigkeit des Satzes von dem Auswahla-
xiom oder seine volle Aequivalenz mit demselben. - Die erste
tiefergehende Arbeit aus diesem Bereiche, namlich die Abhan-
dlung von Hrn Hartogs: Ueber das Problem der Wohlordnung,
stammt noch aus der frithereren Forschungsperiode, denn aus
dem Jahre 1915; weitere Ergebnisse, insbesondere diejenigen
des Verfassers, findet man in seiner Abhandlung vom V Bd. der
Fund. Math. in der Communication und in den Lehrbiichern
von Hrn Sierpinski.

Auch in denjenigen Teilen der Kardinalzahlarithmetik, die
von der heutigen Mathematik mit den zur Verfiigung stehenden
Mitteln nicht geniigend beherrscht werden konnen, namlich



in der Theorie der Potenzen und der unendlichen Produkte
der Kardinalzahlen, sind weitere Untersuchungen keineswegs
eingestellt worden. In der letzten Zeit sind hier sogar teilweise
neue Resultate zu Tage gekommen, worunter grossere Aufmerk-
samkeit wohl dasjenige verdient, nach welchem jede unendli-
che Multiplikation der Alefs auf Potenzierung zuriickgefiihrt
werden kann. Die Mehrzahl dieser, an frithere Forschungen
von den Herren Bernstein, Hausdorff und J. Kénig ankniipfen-
den Resultate ist in dem Artikel des Verfassers vom VII Bd.
der Fund. Math. enthalten. Erganzungen finden sich in der
Communication.

Eng verkniipft mit den soeben charakterisierten Untersu-
chungen ist eine weitere Forschungsrichtung in dem uns in-
teressierenden Gebiete. Thr Zweck ist eine Anndherung an je-
ne schwierigsten, schon einige Male erwidhnten Probleme der
Kardinalzahlarithmetik, eine Aufkldrung ihrer logischen Zu-
sammenhange und ihrer Bedeutung fiir die gesammte Theorie.
Unter diesen Problemen nehmen bekanntlich die Hypothese
des Kontinuums und namentlich ihre Verallgemeinerung, die
sog. Cantor’sche Alefhypothese den ersten Rang ein. Das in
dieser Richtung erzielte Hauptresultat ldsst sich in folgender
Weise charakterisieren: Die Cantor’sche Alefthypothese besitzt
die gleiche Bedeutung fiir die Theorie der Potenzierung, wie
das Auswahlaxiom fiir andere Teile des betrachtenden Gebiets —
die Annahme dieser Hypothese wiirde eine Entscheidung fiir
samtliche interessanten Probleme der Potenzierung mit sich
bringen und damit diesen Abschnitt der Theorie trivial machen.



Von einem gewissen Standpunkte aus (indem man némlich
von Existenzialproblemen, die weiter unten eine Besprechung
finden werden, absieht) wiirde also eine positive Entscheidung
dieser Hypothese zugleich eine definitive Vollendung des gan-
zen Gebaudes der Kardinalzahlarithmetik bedeuten. Eine Auf-
merksambkeit verdienen iiberdies die engen logischen Zusam-
menhinge, die zwischen der betrachteten Hypothese und dem
Auswahlaxiom bestehen: das Auswablaxiom erscheint als ein-
fache Folgerung der Cantor’schen Hypothese in einer ihrer
bekannten Formulierungen. - Nahere Auskunft tiber diese Fra-
gen wird in den zuletzt zitierten Arbeiten gegeben; vgl. ferner
die Abhandlung von Hrn Baer im 29 Bd. der Mathematischen
Zeitschrift. evntl. auch die Artikeln des Verfassers im XII und
XIV Bd der Fund. Math.

Einer Erwihnung bedarf noch eine letzte Gruppe von bis
jetzt unentschiedenen Problemen der Gleichmachtigkeitsthe-
orie: es sind diejenigen, welche die Existenz von hinreichend
grossen unendlichen Kardinalzahlen betreffen. Diese Proble-
me sind im Gegensatz zu allen oben besprochenen in hohem
Masse von den spezifischen Eigenschaften desjenigen Systems
der Mengenlehre abhingig, welches den Betrachtungen zu-
grunde gelegt wurde: wihrend in einem System, wie z. B. in
den Principia Mathematica, sogar die Existenz einer einzigen
unendlichen Kardinalzahl weder behauptet noch verneint wer-
den kann, wird auf Grund eines anderen Systems, etwa des
Zermelo-Fraenkel'schen, erst die Existenz jener ,.exorbitanten
Grossen” von Hrn Hausdorff. d. i. der reguldren Alefs mit Lime-



sindices, zweifelhaft. Die bis jetzt wenig geférderte Behandlung
dieser Fragen hat fast keine Berithrungspunkte mit anderen
Betrachtungen aus dem Gebiete der Kardinalzahlarithmetik zu
Tage gebracht, dafiir steht sie in einem engen Zusammenhange
mit den methodischen Forschungen tiber die Grundlagen der
Mengenlehre und ihrer einzelnen Teile. Von den hier bis jetzt
erreichten Ergebnissen verdient vielleicht die Feststellung der
Unabhingigkeit der einzelnen Existenz- problemen von den
benutzten Systemen der Mengenlehre hervorgehoben zu wer-
den. Man vergleiche in dieser Beziehung den Bericht tiber den
Vortrag von Hrn Kuratowski in Ann. Soc. Pol. Math. 11T und
die oben zitierte Arbeit von Hrn Baer, ferner auch Communica-
tion (§ 4).

Zum Abschluss mogen einige Worte den Zukunftsaussich-
ten gewidmet werden. Man darf wohl hoffen, dass die The-
orie der Gleichmachtigkeit und der Kardinalzahlen, einmal
aus ihrem Stillstand hinausgeriickt, sich fernerhin erfolgreich
entwickeln wird und dass die vielseitigen Forschungen der letz-
ten Jahre noch manches interessante Resultat zu Tage fordern
werden. Es wire jedoch unserer Meinung nach verfehlt, diesen
Untersuehungen uns allzuviel Hoffnungen gegeniiberzustehen;
es erscheint recht zweifelhaft, ob sie je eine Entscheidung der
grundlegenden und schwierigsten Probleme der betrachteten
Theorie (etwa der Kontinuumhypothese) bringen werden. We-
itaus wahrscheinlicher scheint (obwohl diese Meinung durch
keine zwingende Argumente begriindet werden kann) die ent-
gegengesetzte Losung des Problems zu sein: wir sind geneigt



zu verinuten, dass die Forschungen im Gebiete der Metama-
thematik, die von Hrn Hilbert eingeleitet und in den letzten
Jahren von mehreren Gelehrten mit grossem Eifer fortgesetzt
werden, in néherer oder fernerer Zukunft zu der Feststellung
fithren werden, dass die genannten Probleme von den axio-
matischen Voraussetzungen, die der heutigen Mengenlehre
zugrunde liegen, vollig unabhangig sind.



Adolf Lindenbaum (Warszawa)

O pewnych wlasno$ciach metrycznych

mnogosci punktowych. - Sur certaines

propriétés métriques des ensembles de
points

On peut généraliser un théoreme connu sur les approxima-
tions diophantiques comme il suit:

Soient E; (i = 1,2,...,m) — m espaces métriques (de M.
Fréchet) compacts (ou du moins ,,bedingt kompakt”) avec les
»distances” p;(x, y); ¢; (i =1,2,...,m) - soient des transfor-
mations isométriques des espaces E;, telles que ¢, (x) € E, pour
tout x de E;. Alors a tout € > 0 correspond un nombre entier
positif n(¢) tel que lon a a la fois (pour i =1,2,...,m):

pi(x,»,go?(e)(x,-)) <& - pour toutx; de E;.

»@*” désigne la k-iéme itérée de la fonction ¢.



Kazimierz Kuratowski (Lwow)

O continuach stanowigcych wspdlne
ograniczenie dwuch obszaréw

Na podstawie prac Schonfliesa, Brouwera, Janiszewskiego,
Rosentbala, Knastra, Straszewicza i wlasnych opisana jest struk-
tura continuéw o wlasno$ci wymienionej w tytule. W szczegol-
nosci podany jest nastepujacy nowy wynik: jesli continuum
plaskie skfada si¢ z dwuch continuéw, z ktérych kazde jest
nieprzywiedlne miedzy kazda parg punktéw, nalezacych do
réznych skfadnikéw iloczynu tych continudw, to jest ono wspdl-
nym ograniczeniem dwuch obszaréw (przyczem zaklada sie,
ze iloczyn posiada wigcej niz jeden skfadnik).

Rezultaty badan omawianych opublikowane bedg w ,,Fun-
damenta Mathematicae”



Stanislaw Saks (Warszawa)

Remarque sur le théoréme de
Brouwer-Phragmén

Le but de cette communication est de prouver une remarque
présentant une certaine analogie avec le théoréme connu de
MM. Phragmeén-Brouwer.

1. Soit E un espace métrique, localement connexe. Convenons
de dire qu'un ensemble fermé F c E ne découpe pas régiona-
lement E si pour chaque domaine (ouvert) connexe G c E
contenant F, le domaine G — F reste connexe.

La remarque dont il est question sénonce comme voici:

Si un continu C ne découpe pas régionalement lespace E, la
frontiére de C est un continu.

Démonstration. Soit B la frontiére de C et supposons que
B ne soit pas un continu. On peut poser alors:

B=Bl+B2, BIXBz=O,



By, B; étant des ensembles fermés et non-vides. Il existe, parsu-
ite, deux ensembles ouverts 0y, 0, tels que

BicO;, Byc0O; 0O;x0,;=0. (1)
Soit
0= Ol + 02 +1,

I désignant lensemble des points intérieurs de C.
Soit G la composante de O contenant C. E étant connexe
localement, G est un domaine connexe!. On a

G-CcO;+0,, donc
G-C=(G-C).0+(G-0C).),
Comme dans lentourage de chaque point de B; + By ilya
des points qui Wappartiennent pas a C, il vient:
(G-C).0,#0#(G-C).0x.
Or, les ensembles (G — C).0y, (G — C).0; étant, en vertu de

(1) séparés, il sensuit de (2) que G — C nest pas connexe, c.-a-d.
que C découpe régionalement E.

2)

2. Il sensuit de la proposition précédente que, si la notion de la
coupure régionale et celle au sens ordinaire sont équivalentes po-
ur les ensembles fermés, lespace considéré E vérifie le théoréme
de Phragmén-Brouwer?. La réciproque, comme M. Kuratow-

D yoir, p ex. Hahn, Fund. Math., t. 2 (1921), p. 189.
2) Jentends par 14 que la frontiére de chaque continu ne découpant pas
E, est un continu.



ski a remarqué, a lieu aussi, si lespace E est localement connexe
et compact. En effet, si E satisfait audit théoreme, le produit
de deux domaines connexes dont la somme est égale & E est
toujours connexe®. Supposons donc quun ensemble fermé F
ne découpe pas E et soit G un domaine connexe contenant F.
Ona:

E=E-F+G et G-F=(E-F).G,

donc G — F est, dapres la proposition précitée, un domaine
connexe.

3. Le théoréeme de Phragmén-Brouwer est rempli, comme on
sait, sur la surface de sphére et dans le plan projectif. M. Mazur-
kiewicz* a montré que ce théoréme est valable, dans toute sa
généralité, (c.-a-d. aussi pour les continus non-compacts) sur
le plan euclidien; la méme méthode permet dobtenir le résultat
analogue pour la surface de Moebius. Les quatre surfaces men-
tionnées sont les seules”, ot le théoréme de Phragmén-Brouwer
est vérifié. D’apreés le § 2, elles sont, a la fois, les seules surfaces ot
les notions de coupure ordinaire et régionale sont équivalentes.

3) voir: Kuratowski, Fund. Math. XIIT, pp. 208-210.

4 Fund. Math. t. TII (1922), p. 20.

%) Leterme ,surface” est concu au sens qui lui a été attribué par M. Weyl
(Die Idee der Riemannschen Fliche. 1913).



Witold Hurewicz (Amsterdam)

O odwzorowaniach ciaglych

Rozpatrujemy odwzorowanie jednoznaczne i ciagte prze-
strzeni metrycznej i kompaktycznej R o wymiarze n na prze-
strzenn R* o wymiarze n*:

q=f(p) (peR qeR)

Oznaczajac dla dowolnego punktu g przestrzeni R* przez E,
zbidr wszystkich punktéw p przestrzeni R, ktérych obrazem
jest punkt g, mamy twierdzenie nastepujace:

Jezeli n* > n, istnieje w R* conajmniej jeden punkt q, dla
ktérego zbiér E; zawiera n* — n + 1 réznych punktow.

Jezeli natomiast n* < n, to conajmniej jeden zposréd zbioréw
Eg4 posiada wymiar > n — n*.

W szczegdlnym przypadku n = 0, zachodzi réwniez twier-
dzenie odwrotne:

Kazda kompaktyczna przestrzett m-wymiarowa (m oznacza
dowolng liczbe naturalna) daje si¢ przedstawic jako obraz cig-
gly i jednoznaczny przestrzeni kompaktycznej 0-wymiarowej N,



w ten sposéb, ze kazdy ze zbioréw E, sktada sig z conajwyzej
m + 1 punktéw. Jako zbiér N mozna przyjac zbior linjowy nig-
dziegesty Cantora.



Bronistaw Knaster (Warszawa)

Sur un continu que tout sous-continu
divise

1. Introduction. On dit qu'un ensemble B divise un ensemble
connexe A, quand lensemble A — B nest pas connexe".

Les problémes concernant la division des continus par leurs
sous-continus ne sont résolus jusqu’a présent quen partie. On
sait qu’il existe des continus quaucuu sous-continu ne divi-
se: tels sont, par exemple, les courbes simples fermées et les
continus indécomposables. On peut montrer également que

tout continu de Jordan renferme un sous-continu

O

qui ne le divise pas.

) Un ensemble E est dit connexe (au sens de Lennes-Hausdorff), lorsque
les formules E = M + N, M # O # N entrainent MN + MN # 0, le symbole
X désignant d’une fagon générale la somme de lensemble X et de celui de
ses points-limites.



Soient, en effet, B un sous-continu divisant un continu
jordanien A et C une composante? arbitraire de A — B.
Par conséquent, A — C ne divise pas A. Or, A — C est
un continu, car C étant un ensemble ouvert dans A>,
lensemble A — C est fermé; d’autre part il est connexe
en vertu d’un théoréme général®.

Le probléme simpose donc §’il en est de-méme de tous
les continus, quels qu’ils soient™. Je vais donner ici la solution
négative de ce probléme, en définissant (dans lespace euclidien
a 3 dimensions) un continu borné A et démontrant la propriété
(P) suivante de ce continu:

B étant un vrai sous continu arbitraire de A qui ne se P)
réduit pas a un point, lensemble A — B nest pas connexe.

Bien entendu, un tel continu A est en raison de (1) nonjor-
danien.

2 = »Komponente” au sens de Hausdorff, cest-a-dire, tout

sous-ensemble connexe qui ne peut étre augmenté sans cesser détre
sous-ensemble connexe.

%) C. Kuratowski, Une définition topologique de la ligne de Jordan, Fund.
Math. I, p. 43, th. (6).

4) B. Knaster et C. Kuratowski, Sur les ensembles connexes, Fund. Math.
10, p. 214, th. X.

%) Ce probleme fut posé par M. Zarankiewicz et moi en 1926, Fund.
Math. VIII, p. 376, probl. 42.



2. Figures auxiliaires. Soient: D un segment rectiligne a extrémi-
tés a(D) et b(D), c(d) son point médian, T(D) un triangle

isocele & sommet ¢(D) situé dans un plan perpendiculaire a

D, H(D) la hauteur de T(D), E(D) la somme de deux pyra-
mides ayant T(D) pour base commune et pour sommets re-
spectivement les extrémités de D. Soit enfin E’(D) le polyédre

symétrique a E(D) selon D comme axe de symétrie.

Jappelle étui de D lensemble

F(D) = E(D) + E'(D).

Cet ensemble est la premiére approximation du continu A
a construire. Quel que soit D, convenons une fois pour toutes

de prendre §H(D) < @, de fagon a avoir
SF(D) = §(D). (2)

Soient Ry(D) le rhombe formant l'intersection de F(D)
avec le plan P(D) qui passe par D + H(D) et R,,,(D) ot m =
1,2,...le rhombe contenu dans Ry (D), concentrique avec lui
et ayant les cotés paralleles aux siens, mais 2™ fois plus co-
urts. Considérons I'infinité dénombrable de segments définis
comme parties communes des R,, (D) avec les rayons infinis
(demi-droites) situés sur P(D), issus de ¢(D) et faisant avec le

—_—

rayon ¢(D), b(D) les angles:

1 1 1 1
T[ . + . . + M + DU + M + e s .
2i1 Qiit+iz Qirtigteti; Qirtigtetijteting



ij=0,1,2,... adinfet j=1,2,...,m.
Rangeons tous ces segments en suite infinie
Dy, Ly,...,Di,... k=1,2,... 3)

ol Dj et D} en désignent respectivement les plus grands, a
savoir les deux moitiés de D a extrémités libres a(D) et b(D)
et posons:

qm:iD; (4)
k=1

Jappelle étoile de centre c(D) le continu G(D) ainsi défini.

Etui Etoile

Si lon ordonne tous les segments D; selon leurs angles
décroissants avec D, ils forment un type dordre dense; cepen-
dant, ceux dentre eux qui sont déterminés par un R,,, (D) donné
constituent une suite transfinie du type w™*!. Comme le point
¢(D) divise G(D), on en déduit facilement que



G(D) - ¢(D) est formé dune infinité dénombrable
de composantes Dy, — c(D), dont chacune est,
dans sa moitié contigue a c¢(D), composée de  (5)
points-limites des autres (D} lest dailleurs

entiérement).

En désignant respectivement par a(Dj) = ¢(D), b(D})
et c(D}) les extrémités et le point médian de Dj, on a donc
dapres (5):

¢(Dy) c G(D) - DL. (6)

Lautre propriété essentielle de létoile est sa situation dans
F(D) qui permet, comme on peut le vérifier géométriquement,
dentourer chacun de ses segments D; d’un étui F(D}), ana-
logue 4 F(D), de maniére que les cond1t1ons suivantes soient
remplies:

F(D}) c F(D) )
F(Dy). ) F(Dy) = Dy. ) Dy =c(D (8)
hik hk

Lim F(Dy, ) = Lim Dy, pour toute suite de segments (3). (9)
j—oo j—oo

1l suffit & ce but de former d’abord les étuis F(D}) et F(D}),
conformes a (2) ot E(D}) c E(D), E'(D}) c E'(D) et E(D}).



P(D) = D! (t =1,2), pour pouvoir ensuite entourer d’accord
avec (7) tous les autres segments D; des étuis 2 §H(D}) décro-
issant assez rapidement pour que les conditions (8) et (9) soient
aussi réalisées. Contrairement aux deux premiers étuis, les au-
tres se trouveront nécessairement situés en entier soit dans
E(D), soit dans E'(D).

G(D) étant un continu, lensemble Y32, F(D} ) lest égale-
ment en vertu de (9). Il formera la seconde approximation du
continu A.

3. Définition de lexemple A. Etant donnés d’'une fagon généra-
le une figure quelconque I formée de segments rectilignes ayant
deux a deux tout au plus une extrémité commune, F(I) la som-
me de leurs étuis assujettis aux conditions (7)-(9) et G(I) la
somme des étoiles construites dans F(I) sur les segments de I,
soient:

G():D,..., Fn:F(Gn), Gn:G(Gn,I),... (10)

Il résulte par induction des définitions des fonctions F et G
que de tels F,, et G, existent pour tout n = 0,1,2,..., quela
suite {F,, } est décroissante, la suite {G, } croissante et que lon
a G, c F,. Posons:

(1)

b
I
—18
R
3

=
I
(=



ou, ce qui revient au méme en vertu de (2), (7) et (9),

A= i G- (12)

=0

=

4. Propriétés de I'exemple A. Ainsi défini, A est donc un conti-
nu. Considérons un segment arbitraire D} de G, oun > L et
désignons

1" par D}™! celui des segments de G,,_; dont [étoile G(D}™")
contient Dy.

2" par DY, Di,..., DY, . .. lasuite de segments de G 41,
dont se compose Iétoile G(D}).

En vertu de (8),

(DY) divise A entre tous deux points® dont Iun est

(13)
situé dans F(DZ“) et lautre en dehors de cet étui.
Je vais en déduire que
pour tout vrai sous-continu B de A ne se réduisant pas (14)

a un point il existe un n et un k tels que c(D}) c B.

6) Cest-a-dire que ces points appartiennent a deux composantes différen-

tes de A — c(Dy).



Soit, en effet, C lensemble des centres des étoiles de A. Il
sagit de montrer que BC # 0.

C étant dénombrable, considérons deux points p et g de B—
C. Le diameétre maximal des segments de G,, et par conséquent
celui de leurs étuis tendant d’apres (2) a 0 avec n croissant, il
existe un # tel que

p(p»q) > maxSF(D}*). (15)

Comme par définition de F,, on a pour tout n: A = Y72, A.
F(D}) (A est méme homéomorphe, sinon semblable, a tout
sommande de cette somme) et A.F(D}) c 32, A.F(D}*"), il
existe un k et un /, tels que p c A. F(DZ“), dou en vertu de
(15): g ¢ A-=F(D}'*"). Les deux derniéres inclusions impliquent
selon (13) que ¢(D} ), qui est distinct de p et g, divise A entre
ces points; il appartient donc nécessairement au continu B qui
les unit.

La propriété (14) étant ainsi démontrée, on en conclut im-
médiatement que lensemble

C=> > c(D}) (16)
n=0 k=1
est dense dans A. En formule:
C=A. (17)

Ceci établi, je passe a la démonstration de la propriété (P)
de lexemple A. Supposons donc a présent qu’un sous-continu



B ne divise pas A. Il sagit de prouver que lon aura alors B = A,
ce qui se réduit en vertu de (17) & montrer que

CcB. (18)

sic(D})cB, ona Y. c(D}™) cB. (19)
s=1

En effet, le point (DY) et, a plus forte raison, son sur-ensemble
B divise A d’apreés (13) entre tous deux points de G(D}) — B
situés sur des segments différents de Iétoile G(D}). Il existe
donc tout au plus un seul I, tel que DZ“ - B #0.0na par con-
séquent G(D}) - Di*!, dot G(Dy) - Dj*! c B. Il en résulte
d'une part que ¢(D}*") c B pour tout ¢ # s et d'autre part, en
vertu de la propriété (6) de la fonction G, que ¢(Dj'*') c B.. La
démonstration de (19) sachéve par 'addition des deux derniéres
inclusions.

En appliquant (19) par induction aux points ¢(D}'*') et
ainsi de suite, on en déduit que C.G(D}) c B. Comme C
est dapres (14) dense dans tout sous-continu de A, donc en
particulier dans G(D} ), ona G(D}) c B, et comme c(D}™") =
a(D}) c D} c G(Dy) on conclut que

sic(D}) c B, onac(D}™") cB. (20)

En appliquant (20) de proche en proche, on arrive a l'inclu-
sion ¢(D°) = ¢(D) c B, dou on conclut, en appliquant (19) par
induction suivant la formule (16), que C c B, c. q. f. d.



Il est a remarquer que la question si un continu A a propriété
(P) existe sur le plan reste ouverte.



Wlodzimierz Stozek (Lwow)

Uber den Fixpunktsatz in der Ebene

Bei jeder stetigen Abbildung eines Quadrates in sich selbst,
oder in einen Theil desselben, gibt es einen Fixpunkt".

Der Beweis stiitzt sich auf dem folgenden von Janiszewski?)
stammenden Satze:

Sind im Quadrate zwei abgeschlossene und elementfremde
Mengen M und N gegeben und ist A ein Punkt von M und B
ein Punkt von N, so gibt es in diesem Quadrate ein Kontinuum
K, welches das Quadrat zwischen A und B trennt und mit M+N
keinen gemeinsamen Punkt hat.

Beweis des Fixpunktsatzes. Der Voraussetzung gemiss exi-
stiert eine stetige Abbildung, welche jedem Punkte (xy) des

' Beim Verfassen dieser Notiz war mir Herr Kollege Kuratowski behil-
flich.

) Prace Mat. Fiz. T. XXVI und cf: Kuratowski Fund. Math. T. XIII S.
309.



Quadrates Q einen Punkt (x'y") von Q zuordnet. Es soll be-
wiesen werden, dass es ein Punkt (xy) existiert, fir welchen:

x=x"

y=y
Es sei Xj, die Menge der Punkte von Q, fiir welche x < x" und
weiter: X5(x' < x), Yi(y < y'), Ya(y' < y).

Wir haben also:
Q=X +Xs, 1
Q=Y+Y,, (2)
ABcX,, CDcX, 3)
ADcY,, CBcY,, (4)

wenn das Quadrat Q entsprechend mit ABCD bezeichnet wird.
Wir sollen beweisen, dass:

X1 X,Y1Y, #0. (5)
Nehmen wir an:

X1 X,1Y, =0.
Alsdann wegen (4):

{XIXZ Y,.AD = 0 ©

X1 X, Y1.BC=0



Setzen wir:

M=X XY + AD
N = X1X2Y2 + BC.

So folgt aus (6):
M.N =0.

Es existiert also nach dem erwihnten Satze von Janiszewski
ein Kontinuum K c Q, das A und B trennt und ausserdem:

K[X:X,Y; + X; X, Y + AD + BC] = 0. @)
Da A und B getrennt sind, so ist:
K.AB#0, K.CD#0.
Aus den letzten Ungleichungen folgt wegen (3):
KX #0, K.X,#0.

Da K ein Kontinuum ist, so ist wegen (1): K.X; X, # 0. Dies
wiederspricht aber der Gleichung (7), da einerseits K[ X; X, Y; +
X1X,Y,] = 0, anderseits aber aus (2): X, X, Y1+ X1 X, Y, = X1 X;.



Stefan Straszewicz (Warszawa)

Z teorji rozcinania przestrzeni

1. Komunikat niniejszy zawiera dwa twierdzenia, bedace w $ci-
stym zwiazku z twierdzeniami, podanemi w pracy S. Mazur-
kiewicza i S. Straszewicza: ,,Sur les coupures de lespace” Funda-
menta Mathematicae t. IX str. 205.

2. Bedziemy oznaczali przez ¢(t), f(¢, 1) etc., funkcje zmien-
nych rzeczywistych ¢, A, . .., ktérych warto$ciami sg punkty
przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej E.

3. Niech C oznacza krzywa zamknietg zwykla w E, za$ ¢(t)
funkcje ciggla dla 0 < ¢ < 27 przyczem ¢(0) = ¢(27). Je-
zeli zbidr punktéw ¢(t) jest identyczny z C to funkcje ¢(t)
nazwiemy przebiegiem krzywej C.

4. Oznaczmy przez C; i C, dwie krzywe zamkniete zwykle
zawarte w zbiorze M. Powiemy, ze krzywa C; jest homotopiczna
z krzywa C, w zbiorze M, co napiszemy C; ~ C,(M), jezeli



istniejg takie przebiegi () i ¢2(t) odpowiednio dla C; i C,
oraz taka funkcja f(¢, 1), ciagta w obszarze 0 < t <2m A < A <
A,, ze spelnione sg warunki:

fBA) eM,  f(th) =ei(),  f(52) = 9a(2).

Jezeli C, redukuje sie do punktu, t. j. ¢(t) = const., to
moéwimy, ze krzywa C; jest homotopiczna zeru w zbiorze M, t.
j. Cy ~ 0(M).

Stosunek homotopji posiada nastepujace wlasnosci:

a) JezeliCc M, to C ~ C(M)
b) ]eieli C1 ~ Cz(M), to C2 ~ Cl(M)
C) Iezeh ClNCZ(M)iC2NC3(M) to C]NC3(M).

5. Zbidr A kratuje przestrzen E (jest kratg przestrzeni), jezeli
zbiér E— A zawiera krzywe zamkniete zwykle nie homotopiczne
zeruw E — A. Zbiér A, kratujacy przestrzen, nazywa si¢ krata
prosta jezeli kazde dwie krzywe zamknigte zwykle, lezace w E —
A inie homotopiczne zeru w E — A sg homotopiczne ze sobg
wE-A

6. Twierdzenie. Niech A i B oznaczajg zbiory domknigte, zas
a, b, c punkty nie nalezgce do A + B i przytem takie, Ze ani A ani
B nie rozcina przestrzeni pomiedzy zadnemi dwoma z posrod
tych punktéw. Jezeli AB jest krata prostg, to A + B nie rozci-
na przestrzeni conajmniej pomiedzy dwoma z posréd punktéw
a,b,c.



Dowdd powyzszego twierdzenia oprzemy na pewnym le-
macie z topologji plaszczyzny. Niech A oznacza obszar plaski,
ktorego brzeg F(A) jest sumg skoniczonej liczby krzywych za-
mknietych zwyklych C;, za§ A i B niech beda zbiorami do-
mknietemi takiemi, ze F(A) jest roztgczne z AB, lecz zaréwno
C;A # 0 jak C;.B # 0 dla kazdego i. Krzywe C; mozemy po-
dzieli¢ zapomoca skonczonej liczby punktéw p;i na tuki na-
przemian roztaczne z A iz B, lecz nieroztaczne z A + B. Punkty
pix nazwiemy wierzchotkami brzegu F(A).

Lemat wspomniany brzmi: Jezeli A.AB = 0, to dla kazdego
wierzchotka p;y. istnieje conajmniej jeden wierzchotek pj; (rozny
od pix) taki, Ze A + B nie rozcina A miedzy pix i pji.

Dowdd tego lematu (poza nieistotng réznicg w sformuto-
waniu) dla wypadku, gdy brzeg sklada si¢ z jednej krzywe;j
zamknietej podalem w § 10 pracy ,,Uber die Zerschneidung der
Ebene durch abgeschlossene Mengena”, Fundamenta Math. t. VIL
Uogoélnienie na dowolna liczbe sklfadowych brzegu dokonywa
sie zapomocy tatwej indukeji.

Przystepujac do dowodu twierdzenia, podanego na wstepie
tego paragrafu zalézmy, ze A + B rozcina przestrzen miedzy
a i c oraz miedzy b i c. Udowodnimy, ze woéwczas A + B nie
rozcina przestrzeni miedzy a i b.

Z zalozenia wynika, Ze istniejg tuki proste J; i ], o konicach
a i c takie, ze 1A = 0, J,B = 0 oraz podobnie tuki K; i K,
o konicach b i ¢ takie, ze KjA = 0, K, B = 0. Mozemy zalozy¢, ze
tuki J; 1 ], a takze Kj i K, nie maja procz swych koncéw innych
punktéw wspolnych. W przeciwnym razie mogliby$my bowiem



zapomocy elementarnych konstrukcyj zastapi¢ te tuki przez
inne posiadajace wymienione wlasnosci. Krzywe zamknigte
zwykte J; + J; i K; + K, oznaczymy odpowiednio przez C; i C,.

Zadna z krzywych C; i C, nie jest homotopiczna zeru
w E — AB. Gdyby bowiem bylo np. C; ~ 0(E — AB), to stosujac
rozumowanie § 6 pracy, cytowanej w § 1 artykulu niniejszego,
otrzymaliby$my wniosek, ze A + B nie rozcina przestrzeni mie-
dzy a i ¢, wbrew przyjetemu zatozeniu.

W mys$l zalozenia, ze AB jest kratg prostg, istniejg zatem
przebiegi ¢1(¢) i ¢,(¢t) krzywych C i C, oraz funkcja f (¢, 1)
ciggta w obszarze 0 < t < 27, A; < A < A, dla ktérych mamy

f(t,A) e E-AB, f(t,h)=9i(t), f(t.A2) = ga(t).

Mozemy przyjaé, zea = f(0,A1),b = f(0,13),¢c = f(m, A1)
= f(m,12)

Interpretujmy teraz ¢ i A jako amplitude i promien wodzacy
punkta na plaszczyznie. Oznaczmy przez A;, zbiér wszystkich
punktéw plaszczyzny (¢, 1), dla ktorych f(t, 1) € A, przez By
zbidr wszystkich punktéw plaszczyzny, dla ktorych f(¢, 1) € B,
oraz przez aj, by, ¢1, ¢, biegunowych punkty plaszczyzny o spot-
rzednych (0, 1), (0,1;), (7w, A1), (7, A2). Pierscien kotowy,
okreslony przez nieréwnosci 0 < t < 27, A; < A < A, oznaczmy
przez A. Zbiory A, i B, sa wskutek ciggtosci f (¢, 1) domkniete
i wobec f(t,A) € E — AB mamy A.A;B; = 0. Mozemy zatem
do obszaru A zastosowaé podany wyzej lemat, przyczem za
wierzcholki brzegu A obierzemy punkty ay, by, 1, c2. W mysl



lematu wierzchotek a;, moze by¢ polaczony z jednym conajm-
niej z wierzchotkéw by, ¢y, ¢, ukiem prostym, przebiegajacym
w A irozlagcznym z A + B;. Lecz wierzchotkiem tym nie moze
by¢ ani ¢ ani ¢,, gdyz wedlug zalozenia A+ B rozcina przestrzen
miedzy a i ¢, zatem A + B rozcina A miedzy a, i ¢; oraz miedzy
a1 i ¢;. A zatem jest nim by, t. zn. A; + B; nie rozcina A miedzy
a; 1 by. Wobec cigglosci funkeji f(t, 1) wynika stad, ze A + B
nie rozcina przestrzeni miedzy aib c. b. d. d.

7.Niech C = J; + ], bedzie krzywa zamknietg zwykla rowna
sumie tukéw prostych J; i ], o wspolnych konicach, zas ], niech
oznacza tuk prosty, taczacy konce J; i J; i nie posiadajacy innych
punktéw wspdlnych z C. Bedziemy méwili, ze /5 rozklada C na
krzywe czgstkowe C, = J; + J, i C; = J, + J5. Kazda z krzywych
C, i C; moze by¢ rozlozona z kolei w tensam sposéb. Ogodlnie
mozemy moéwic o rozkladzie krzywej pierwotnej C na dowolna
liczbe krzywych czastkowych.

8. Lemat. Niech J1, ]», 3, oznaczajq tuki proste o wspdlnym po-
czgtku i wspolnym koticu, nie posiadajgce innych punktow wspol-
nych i polozone w pewnym zbiorze M. Jezeli J; + ], ~ 0(M), to
Ji+J3 ~ Ja+ J3(M).

Lemat ten jest uogoélnieniem lematu I-go z pracy cytowanej
w §11i udowadnia sie analogicznie.

9. Twierdzenie. Niech A i B oznaczajg zbiory domkniete, z kt6-
rych Zaden nie kratuje przestrzeni, zas ktorych iloczyn AB kra-



tuje przestrzen, lecz nie jest kratg prostg, t. zn. istniejg krzywe
zamkniete zwykle C;, C;, nie homotopiczne zeru i nie homo-
topiczne wzgledem siebie w E — AB. Zatézmy dalej, ze krzywe
Cy i C, mogg byc obrane tak, ze przy kazdym rozktadzie C, i C,
zapomocq tukéw prostych lezgcych w E — AB istnieje sktadowa
K krzywej C, oraz sktadowa K, krzywej C, takie, Ze ani K; ani
K nie jest homotopiczna zeru oraz K, nie jest ~ Ky w E — AB.

Przy tych zatozeniach zbior A + B rozcina przestrzeni conajm-
niej na 3 obszary.

Dowdd. Poniewaz C; nie jest ~ 0 w E— AB wiec tembardziej
niejest ~ 0w E-Aiw E—B. Poniewaz za§ ani A ani B nie kratuje
przestrzeni wiec musi by¢ C;A # 01 C; B # 0. Wobec tego kazdg
z krzywych C; mozna zapomoca skonficzonej liczby punktéw,
ktére nazwiemy wierzchotkami podzieli¢ na tuki naprzemian
roztgczne z A i z B, lecz nierozlgczne z A + B. Wierzchotki
krzywej C; nastepujace po sobie w pewnym zwrocie oznacz-
my przez ai, d, ... podobnie wierzcholki krzywej C, przez
bi, by, ...

Z twierdzenia II pracy cytowanej w § 1 wynika, ze wierz-
cholki a; a takze wierzcholki b; lezg conajmniej w dwdch ob-
szarach uzupelnienia A + B. Przypusémy, ze wbrew twierdzeniu
A + Brozcina przestrzen tylko na dwa obszary I i I',. Mozemy
wowczas krzywe C; i C, roztozy¢ w sposdb nastepujacy. Niech
a; € I; polaczmy a; z kazdym wierzchotkiem ay, lezagcym w I
tukiem prostym, potozonym réwniez w I}. Mozemy luki te
przeprowadzi¢ tak, ze parami wzigte majg tylko punkt a; wspdl-
ny, oraz ze oprocz swych koncéw nie majg innych punktéw



wspolnych z C;. W ten sposéb krzywa C; zostata roztozona
na krzywe Dy, D,, Ds, ... Kazdg z posrod krzywych D;, ktéra
zawiera dwa lub wigcej wierzcholki a;, lezace w I'; rozkltadamy
dalej, taczac w podobny sposéb jeden z tych wierzchotkéw
z pozostatemi. Otrzymamy wowczas rozklad krzywej C; na
krzywe Ey, E,, ...

Analogicznie roztozymy krzywa C, na krzywe Fy, F,, . ..

Kazda z krzywych E; lub F; moze by¢ dwojakiego rodzaju:
albo jest ona rozfaczna z A lub z B i wowczas jest ~OwWE — A
lub w E — B a wiec tez w E — AB, albo jest sumag 2-ch tukéw,
z ktorych jeden jest rozlaczny z A, drugi jest rozlaczny z B
i ktérych wspolne konce nalezg jeden do I, drugi do I;.

Okazemy, ze kazde dwie krzywe drugiego typu sa homoto-
piczne miedzy sobgw E-AB. Niechnp. E; = J1+],iF, = Kj+K;
oznaczajg krzywe zamkniete zwykte, utworzone z tukéw pro-
stych J1, /2, K1, K; spelniajacych zalozenia:

JiB=1A=0 Jih={ai}+{ax} a1el, arxel;
KlB:KzAZO K1K2 :{b1}+{b2} blel"l, szrz.

Polaczmy punkty a; i by tukiem prostym M, lezacym w I}
ipunkty a, i b, tukiem prostym N, lezacym w I, tak, aby Mi N
nie mialy oprécz swych koncéw innych punktéw wspélnych
z Ey + F;. Wowczas krzywa J; + Ky + M + N jest homotopiczna
zeruw E — AB, gdyz jest rozlaczna z B. Zatem w mysl lematu
§ 8 jest

E1=]1+]2N]2+K1+M+N (E—AB)



Z drugiej strony krzywa J, + K; + M + N jest homotopiczna
zeruw E — AB, gdyz jest roztaczna z A, wigc na podstawie tegoz
lematu

F=Ki+K;~J,+Ki+M+N (E-AB).

Stad
E ~F (E-AB).

Stosujac powyisze do krzywych E; i F; na jakie roztozone
zostaly C; i C,, widzimy, ze wszystkie te z nich, ktére nie sg
homotopiczne zeru s3 homotopiczne migdzy sobag w E — AB.
Otrzymali$my sprzeczno$¢ z zatozeniem. Przypuszczenie wigc,

ze A + B rozcina przestrzen tylko na 2 obszary jest bledne
c.b.dd

Sur la théorie des coupures de l'espace

(Resumé)

1. La communication présente comporte deux théorémes qui
se rattachent aux propositions établies dans l'article de S. Ma-
zurkiewicz et S. Straszewicz ,,Sur les coupures de lespace” publié
dans ,,Fundamenta Mathematicae” t. IX p. 205.

2. Nous désignerons par ¢(t), f(t, 1), etc. des fonctions des va-
riables réelles t, A, . .. dont les valeurs sont les points de lespace
euclidien E a trois dimensions.



3. Soit C une courbe simple fermée dans E et ¢(¢) une fonc-
tion continue dans 0 < t < 27 et telle que ¢(0) = ¢(27). Si
lensemble des points ¢(t) est identique & C nous dirons que
¢(t) détermine un parcours de C.

4. Soient C; et C, deux courbes simples fermées et M un en-
semble contenant C; et C,. La courbe C; sera dite homotope a
C, dans M, ce quon écrira C; ~ C,(M), sl existe des parcours
@1(t) et () de C; resp. de C, et une fonction f(¢, 1) continue
dans le domaine 0 < t < 27, A; < A < A, telles que

f(tA)eM, f(th)=@ (1), f(tA12)=ga(t).

Si C, se réduit a un point c.-a d. si ¢, () = const., la courbe
C; sera dite homotope a zéro: C; ~ 0(M).
La relation d’homotopie jouit des propriétés suivantes:

a) Si C c M, alors C, ~ C(M).
b) SiCy ~ Cy(M), onaaussi C; ~ C(M).
c) SiCy ~ Cy(M) et Cy ~ C3(M) alors C; ~ C5(M).

5. Nous dirons qu'un ensemble A est entrelagable s’il existe des
courbes simples fermées non homotopes a zéro dans E — A. Un
ensemble entrelagable A sera dit simplement entrelagable, si
toutes les courbes simples fermées non homotopes a zéro dans
E — A sont homotopes entre elles dans cet ensemble.



6. Théoreme. Soient A et B deux ensembles fermés et a, b, c des
points non appartenant a A + B et tels que ni A ni B ne coupe
Tespace entre aucun couple de ces points.

Si lensemble AB est simplement entrelagable, la somme A+ B
ne coupe pas lespace entre deux au moins des points a, b, c.

7.Soit C = J; + ], une courbe simple fermée, somme des arcs
simples J;,J, coéxtremaux, et J3 un arc simple unissant les
extrémités de J; et ], et Wayant pas avec C dautres points en
commun. Nous dirons que J; décompose C en des courbes
partielles C; = J; + J3 et C; = ], + J5. Chacune des courbes C;
et C;, peut étre décomposée a son tour et on peut envisager
ainsi une décomposition de la courbe primitive en un nombre
quelconque de courbes partielles
8. Théoreme. Soient A et B des ensembles fermés non entrela-
¢ables dont le produit AB est entrelagable mais pas simplement
entrelagable. Donc il existe dans E — AB deux courbes simples
fermées C; et C,, dont aucune nest homotope a zéro, et qui ne
sont pas homotopes entre elles dans E — AB. Supposons en outre
que lon peut choisir ces courbes de telle maniére, quaprés toute
décomposition de C, et C, par des arcs situés dans E — AB, il se
trouve des courbes partielles Ky, K, de C, resp. C; telles que ni
K ni K, nest homotope a zéro et que K, nest pas homotope a K,
dans E — AB.

Dans ces conditions lensemble A + B coupe lespace au moins
en trois régions.



9. La démonstration du théoréme précédent repose essentielle-
ment sur le lemme suivant, qui présente une généralisation du
lemme 1 de larticle cité au § 1.

Lemme. ]y, ], ] étant trois arcs simples coéxtrémaux sans
autres points communs deux a deux et situés dans un ensemble
M, siJi+ ], ~0(M), alors Jy + J3 ~ J, + J3(M).



Kazimierz Zarankiewicz (Warszawa)

O pewnej topologicznej wlasnosci
plaszczyzny

Autor dowodzi twierdzenia: ,,Jezeli na plaszczyznie eukli-
desowej dane sq trzy ograniczone obszary, z ktérych kazdy lezy
w nieograniczonej skfadowej uzupetnienia pozostatych, oraz trzy
rozlgczne kontinua takie, iz kazde z nich posiada punkt wspél-
ny z kazdym obszarem, wowczas conajmniej jedno kontinuum
rozcina conajmniej jeden obszar”.

Nastepnie autor zdefinjowatl pojecie kontinuum zbieznosci.
Moéwimy, ze kontinuum K jest kontinuum zbieznoéci dla zbioru
C, jezeli w C istnieje cigg kontinuéw Kj, K3, K3, ... taki, ze:

K, K,=0 dlam#n
KK,=0

K =LimK, (w znaczeniu Hausdorffa).

Wreszcie zostalo udowodnione twierdzenie: ,, W kazdym
punkcie kontinuum zbieznosci, z wyjgtkiem conajwyzej dwuch



punktéw, zbior K + Y. K, rozcina lokalnie ptaszczyzne na nie-
skoticzong mnogos¢ obszaréw”. W zwiazku z tym podane zo-
stalo twierdzenie (ktére moze by¢ uwazane w pewnym sensie
za odwrotne do tw. Jordana): Kontinuum ograniczone, ktére
w kazdym punkcie lokalnie rozcina plaszczyzne doktadnie na
dwa obszary, jest krzywg zwyklg zamknigtg”.

Ob. Fund. Math. XI, ,Uber eine topologische Eigenschaft
der Ebene”.



Miron Zarycki (Lwow)

Koherencje i adherencje Cantora’

1. Oznaczmy literg C przestrzen, w ktdrej leza wszystkie rozpa-
trywane tu zbiory, znak A° niechaj oznacza dopelnienie zbioru
A, za$ A jego koherencje (zbiér punktéw skupienia zbioru A
nalezgcych do A).

Zbioér A¥ czyni zado$¢ nastepujacym niezaleznym od siebie
pewnikom:

I A¥ 4+ B* c (A+B)k;
1 : Ak c A;
IHk . Ackck _ Akckc

" Poniewaz treé¢ tego referatu byta drukowana w Transactions of the
American Mathematical Society, Vol. 30, No. 3. p. t.: Allgemeine Eigenscha-
ften der Cantorschen Kohérenzen, podajemy tu tylko wyniki referatu bez
dowoddw.



2. Opierajac si¢ na tych wzorach mozna udowodni¢ nastepujace
ogolne wlasnosci pojecia koherencji:

Ig Gdy A c B, to AF c B,
2% (AB)* c A*Bk,
3 0F =0,

4y ck=c,

5 : Ak pke

6 : (A-B)* c Ak - B¥,
7, : Akekk _ gckekek
8 : Akkek _ pkekeke

3. Gdy na dowolnym zbiorze A wykonywa¢ bedziemy dowolng
skonczong iloé¢ razy operacje A* i A w dowolnym porzad-
ku, to kazdy otrzymany w ten sposdb zbidr bedzie identyczny
z jednym i tylko jednym ze zbioréw zawartych w nastepujacych
tablicach!:

) Znak A — B oznacza to samo co A C B.



A acke ackke Ackkke .

I T I I

Ak Ackek Ackkek ACkkkck
akk Ackckk Ackkekk ACkkkckk
Akkk Ackckkk Ackkckkk Ackkkckkk

A€ ake Akke akkke

Ack akck akkck Akkkek
Ackk Akckk Akkckk Akkkckk .
Ackkk akckkk akkckkk akkkckkk

| ! | T

Wizystkie zbiory zawarte w obu tablicach s3 w ogdlnym
wypadku miedzy sobg rozne i nie zachodzg mi¢dzy niemi zZadne
inne zwiazki, procz podanych w tych tablicach.



4. Oznaczmy przez A®" = AR AR n-ta adherencje zbioru A.
A" oznacza tu n-ta koherencje zbioru A. Pochodng zbioru A
oznaczmy przez A,

Mozna teraz udowodni¢ dwa nastepujace znane twierdze-
nia:

L. Kazdy zbiér A mozna rozlozy¢ na nastepujace cze$ci nie
posiadajace elementéw wspdlnych (dla dowolnego naturalnego
n):

A=A+ A% 4 1 AY 4 AF

II. Twierdzenie W. H. Younga i L. E.]. Brouwera:

A% c A% dlam < n.

5.2) Koherencja okresla sie przez pochodna przy pomocy na-
stepujacego wzoru AF = AA?. Nie mozna jednak okresli¢ w po-
dobny sposéb pochodnej przez koherencje, t. zn , ze gdy na
dowolnym zbiorze A wykonywac bedziemy operacje A i A
i gdy bedziemy tworzy¢ logiczne sumy i iloczyny otrzymanych
w ten sposéb zbioréw, to w ogdlnym wypadku nie otrzymamy
takiego zbioru, ktory byltby identyczny ze zbiorem A,

Mozna jednak okresli¢ pochodng przez koherencje w na-
stepujacy sposob:

) Treé¢ tego ustepu nie byta ogloszona we wspomnianej nocie Trans.
of Amer. Math. Soc.; znajduje si¢ ona w pracy p. t.: Pochodna i koherencja

zbioréw abstrakcyjnych, Rozprawy Tow. Naukowego im. Szewczenki we
Lwowie, tom XXVII (w jezyku ukrainskim).



Punkt a jest elementem pochodnej A?, gdy jest on zawarty
w{A+ (a)}k.

Zbior A jest zamkniety, gdy z relacji a € { A+ (a)}* wynika,
zera € A

Zbidr A jest w sobie gesty, gdy z relacji a € A wynika, Ze:
ac{A+(a)}r

Dombknigcie A" zbioru A mozna okresli¢ przez koherencje
W nastepujacy sposob:

acA” gdy:acA+{A+(a)}r.



A. F Andersen (Kopenhaga)

Sur la caractérisation des régularités des
suites au moyen de leurs différences

Les recherches dont jaurai '’honneur de vous parler aujo-
urd’hui sattachent aux suites convergentes. Nous allons étudier
et comparer les différentes especes de régularité dont on a fait
un usage fréquent dans la théorie des suites (et, bien entendu,
dans la théorie des séries) sans quon se soit rendu compte
ni des ressemblances qu’il y a entre elles, ni des différences
quelles présentent. Je pense que, parmi ces différentes sortes
de régularité, I'idée de la monotonie se présente tout d'abord a
Tesprit en conséquence de la simplicité de sa caractérisation et
de la grande fréquence avec laquelle cette notion a été employée.
Mais je ne tarde pas a vous en annoncer d’autres qui ont joué
aussi un role assez important. La régularité que doit posséder
une suite convergente (&,) pour que la série

)

Z vr|Ar+1€v|

v=0



soit convergente est a la base de différents théorémes de M. M.
Bromwich, Hardy et Bohr, et jai eu loccasion de I'utiliser d'une
maniére assez étendue. Aussi les régularités déterminées par
des conditions comme

Ae,=0o(v") et A'g,=0(vT")

seront considérées. Ces especes de régularité sont toutes caratéri-
sées au moyen des différences appartenant a la suite (&,) en
question. Il en est de méme des autres sortes de régularité que je
vais mentionner sous peu. Dong, il conviendra, dés maintenant,
de dire quelques mots sur la détermination des différences
d’une suite donnée (¢,).

A toute suite

€0>€1>€25---5&y5. .
appartient une suite de différences de premier ordre

1 1 1 1
ANeg, Ne,Ney, ..., Neyy.n.

1
Ae, =g, = &y41,

et une suite de différences de second ordre

2 1 1
A%y =Ae,~Ney1 =6, 26,1+ (V:0>1:2’--~)§



en continuant de cette facon on obtiendra une suite de différen-
ces dordre r pour toute valeur entiére et positive de r, déterminée

par
! r

Ae,=A"e,~ A ley = Z(—I)P( )ev+p.
p=0 p

Jécrirai
r
Ae, = Z A;"lewp
p=0

en introduisant la notation

(n+p): (n+p)(n+p-1)...(p+1) Y,
p 1.2.3...n g

afin quon soit avisé par la notation méme de lordre de grandeur
(n? pour n — oo) des coeflicients binomiaux en question.
Cependant, nous ne pouvons pas nous contenter des dif-
térences ordinaires dordres entiers et positifs; cet outil nest pas
assez souple. Afin de pouvoir bien distinguer les différentes
régularités les unes des autres, il nous faut une notion de dif-
férence beaucoup plus adaptée a la tiche: celle des différences
dordre quelconque. J'adopterai ici la méme définition que jai
employée, il y a quelques années, dans ma Thése?, et quont
utilisée depuis M. M. Knopp, Kaluza et Ferrar dans leurs récents

1 Studier oyer Cesaro’s Summabilitetsmetode, Copenhague 1921.



travaux sur les suites monotones dordre quelconque. Je pose
pour tout nombre réel r

[ee]
Ney=3 A ey
p=0

et A"e, se trouve ainsi définie pour chaque valeur de r qui rend
cette série convergente. Comme ¢, tend vers zéro lorsque p
tend vers l'infini, cette série sera siirement convergente pour
toute valeur positive de r, lordre de grandeur des coefficients
étant celui de p~"1. Si. dans cette expression, nous faisons r
égal a un entier positif, tous les coefficients A;’_l sannulent a
partir de I'indice p = r + 1; par conséquent, la série se réduit a
lexpression ordinaire pour A'¢,,.

Cette généralisation est donc assez naturelle quant a la for-
me. Mais, elle ne servirait a rien si les différences quelle crée, ne
satisfaisaient pas a [équation caractéristique de cette opération,
savoir

AT(APe,) = A""Pe,.

On a beau attacher a ces quantités le nom de différence, elles
ne le méritent point si elles ne jouissent pas de la propriété
exprimée par cette équation. De méme qu’il n’y aurait aucune
raison pour appeler fonction exponentielle une fonction ne
satisfaisant pas a léquation fonctionelle

f(xa) - f(x2) = f(x1+ x2).



Eh bien, cette condition est remplie, au moins jusqua un certain
point. J’ai démontré que Iégalité

A"(APe,) = A"Pg,
est assurée pour toute suite convergente (&y), pourvu que
r>-1, p>0 etr+p2>0.

Il y a donc une limitation, mais cette limitation est due
particulierement a lexigence de la convergence des séries en qu-
estion. Il est tres probable que cette région de validité sétendrait
si l'on admettait la définition de A”¢, a l'aide d'un procédé de
sommation plus puissant (par exemple la méthode de Cesaro
qui, en cette matiére, est certainement la plus appropriée). Et
il nous reste encore d’autres moyens; dans le cas ou la série
> A;f‘lser p Ne converge pas, on pourrait obtenir une détermi-
nation des quantités A”e, en résolvant un systéme déquations
de différences, mais je n'insisterai pas sur ce point. En effet, ces
considérations ne sont pour rien dans les recherches qui nous
occuperont ici, et je ne tarde pas a les abandonner. La définition
que jai énoncée au début, déterminant les différences A”e, a
laide des séries convergentes, suffit complétement & nos besoins
actuels.

Revenons donc a notre probléme. Je rappelle que nous ne
considérerons que des suites convergentes; et nous pourrons
méme supposer que leur limite est toujours égale a zéro. Cela
ne restreint nullement nos résultats, les différences utilisées



étant toutes dordre positif et, pour cette raison, invariables par
l'augmentation des termes ev d'une méme constante.

Nous allons considérer les régularités imposées par les con-
ditions respectives que voici:

Premier groupe:

1) ATe, =o(v7")
2) Ne,=0(v7")
3) A"e, > —c(v+1)7" pour tout v, ¢ > 0.

Second groupe:
La série Y50, AL A e, est

4) absolument convergente
5) convergente

6) bornée

7) bornée supérieurement.

Troisiéme groupe:
8) La monotonie dordre r: A”e, > 0 pour tout v.

Dans toutes ces conditions r représente un nombre positif qu-
elconque.

Il est évident que les régularités du premier groupe peuvent
étre comparées entre elles, quel que soit le caractére de ces
régularités. La premiére régularité est plus puissante que la
deuxiéme, et celle-ci est encore plus puissante que la troisiéme.
Cette application du mot ,,puissant” se comprend presque sans
explication. Je veux dire qu’il existe des suites qui possédent



la deuxiéme régularité sans en posséder la premiére, tandis
que I'inverse naura pas lieu; en d’autres termes, lensemble des
suites (&, ) satisfaisant a la premiére condition est renfermé
dans lensemble dont les suites jouissent de la deuxiéme pro-
priété. Dans ce sens du mot nous pouvons de méme comparer
les régularités du second groupe et les ranger selon leur puis-
sance; on voit immédiatement que la régularité saffaiblit dans
la succession 4), 5), 6), 7). - Mais les trois groupes de régula-
rité, peuvent-ils étre comparés entre eux? Voici le probléeme.
La réponse dépend d’'un examen minutieux du caracteére des
différentes sortes de régularités.

Dans la premier cas, on trouve que la régularité est telle
quon a

APe,=0(v?) pourO<p<r,

cest-a-dire que lopération A”, appliquée a la suite (¢, ), aura
pour effet une diminution de lordre de grandeur, et précisément
celle effectuée par le facteur v=". Cette régularité est d'autant
plus puissante que la valeur de r est plus grande. Tant quon
veut caractériser la régularité d’'une suite au moyen de l'allure
de ses différences pour v tendant vers I'infini, on ne peut pas
imaginer régularité meilleure que celle-ci pour r infini. Des
exemples en sont fournis par des suites comme

1 1
£, = —

, &y = —, £V:A;5 (6>0),
v logv

bref: par tout ce qu’il y a de plus régulier en matiére de su-
ites convergentes. J’ai besoin d’'un mot susceptible de signifier



cette régularité importante. Est-ce trop de faire usage du mot
»parfait”? Je me permettrai de le faire. Donc, nous allons appe-
ler parfaitement réguliére dordre r toute suite convergente (&)
satisfait aux conditions

ANle,=0(vP) pour0O<p<r.

Dans cette caractérisation, il se cache une question d’uniformité:
peut-on appliquer le méme o dans lintervalle entier 0 < p < r?
La réponse est affirmative: une suite ne peut pas étre parfaite-
ment réguliére dordre r sans [étre d'une fagon uniforme.

Nous allons maintenant nous tourner vers les deux autres
conditions du premier groupe. Elles déterminent, elles aussi,
des régularités parfaites, mais pas du méme ordre. Toute suite
satisfaisant a la condition 2), A"e, = O(v™"), sera parfaitement
réguliére jusqua lordre r, Cest-a-dire quon aura

APe, =0(vP)

pour toute valeur de ¢ entre zéro et r. Cette régularité sera
uniforme dans tout intervalle 0 < p < ¢, olt 0 < 1, la suite
étant parfaitement réguliere dordre r pour toute valeur de o
plus petite que r. Cest évidemment tout & quoi on pouvait
Sattendre.

Enfin toute suite (¢,) assujettie a la condition 3) sera parfa-
itement réguliére dordre r — 1, pourvu que r soit plus grand que
l'unité. Cette régularité parfaite constitue la partie essentielle
de la régularité 3), mais il y en a d'avantage. Il est évident que



la régularité en question est plus puissante que la régularité
parfaite dordre r — 1. Toutefois, le caractere de ce surplus de
régularité nest pas assez simple pour quon puisse le décrire
d’une fagon nette. Il faut quon se contente de certaines limita-
tions des différences A”¢,, dont lordre appartient a I'intervalle
de r —1ar (r compris). J’ai obtenu les limitations que voici:

APe, =o(v")

APe,>-C(v+1)7F

ou la constante C ne dépend pas de p. La premiere relation
fournit une limitation des deux cdtés, mais pour ce qui est du
coté inférieur, elle nest pas aussi bonne, que celle de la derniére
relation. Si  ne dépasse pas I'unité il n'y a aucune régularité
parfaite, et ces deux relations seront remplacées par

APe, =0(1)
APe,>-C(v+1)%, O0<p<r

dont la premieére relatiou est tout a fait triviale puisque valable
pour toute suite convergente.

Nous sommes maintenant arrivés au second groupe. Heu-
reusement nous pourrons en finir trés rapidement. Je ne dis
pas trop, si jaffirme qu’il y a une relation étroite entre ces deux
groupes. En effet, les régularités appartenant a l'un et a Vautre
sont complétement équivalentes deux a deux, les combinaisons
étant 1)-5), 2)-6) et 3)-7). Cela veut dire que les conditions 5),



6) et 7) constituent respectivement une caractérisation com-
pléte des trois régularités du premier groupe. Par exemple: La
condition nécessaire et suffisante pour que la suite convergente
(ey) soit parfaitement réguliére dordre 1, est que la série

oo
Z A:) Ar+1 €
v=0
soit convergente.
Une premiére conséquence est que nous sommes mainte-
nant a méme de comparer, en matiére de puissance, la régularité
4) déterminée par la convergence absolue de la série:

S AN,

avec les régularités du premier groupe. Elle est incontestable-
ment la plus puissante de toutes les régularités considérées ju-
squa maintenant. Elle détermine une régularité parfaite dordre
r en raison de la convergence simple, et quelque chose de plus
qui tient a ce que la convergence est absolue. De ce surplus
de régularité je ne sais pas dire grand chose; cependant, il y a
une petite circonstance que je ne dois pas passer sous silence,
puisquelle nous sera utile dans la suite: si r ne dépasse pas
'unité, nous pouvons affirmer que la convergence absolue de la
série 3 A7 A™*'e,, massurera pas seulement la régularité parfaite
dordre r dela suite (¢, ), mais quelle entrainera encore la régula-
rité parfaite de la suite se composant des modules des termes ¢,.
Dans ce cas-la lon pourrait donc parler dune régularité absolue
dordre r.



Considérons enfin la monotonie dordre r (A"e, > 0). Dans
un mémoire inséré dans la ,,Mathematische Zeitschrift”, 1925,
M. Knopp a étudié cette régularité sous certains aspects. Il
a comparé entre elles les monotonies dordres différents, en
démontrant que la puissance va en croissant avec lordre r; une
suite monotone dordre r est aussi monotone de tout ordre plus
petit que r. Cest ainsi que M. Knopp peut parler d’'un indice de
monotonie; la borne supérieure des nombres r pour lesquels
les différences A, restent positives. La monotonie ordinaire
est dordre 1. Les monotonies dordres inférieures a 1 sont plus
faibles que la monotonie ordinaire.

Jai placé la monotonie dans un groupe particulier en raison
du grand intérét qui s’y attache, bien quelle ne constitue pas une
nouvelle espéce de régularité. En effet, la monotonie dordre r
est tres voisine a la régularité 3) déterminée par

Aeg,>—-c(v+1)™7 (v=0,1,2,...);

elle est évidemment un peu plus puissante que celle-ci, vu que
la différence A", est forcement supérieure a —c(v +1)™" lor-
squelle est positive, tandis qu’il ne faut pas que l'inverse ait lieu.
Dong, toutes les propriétés de cette régularité appartiennent
aussi a la monotonie dordre r. A cet égard, il faut surtout re-
marquer que toute suite monotone dordre r sera parfaitement
réguliére dordre r — 1, pourvu que r > 1. Ce résultat est aussi dit
a M. Knopp. J’ajouterai que cest-1a le meilleur résultat possible
en ce sens. Il existe une suite monotone dordre r qui nest pas



parfaitement réguliere dordre r — 1 + §, si petit que le nombre
positif § soit choisi.

Pourtant, outre la régularité parfaite dordre r — 1 la mono-
tonie dordre r > 1 renferme un petit surplus de régularité, dont
je ne sais pas grand chose, il est vrai, mais toujours assez pour
assigner a la monotonie dordre r la place qui lui convient parmi
les régularités voisines. En rappellant la nouvelle caractérisa-
tion de la régularité parfaite nous obtiendrons la succession
suivante:

A. La monotonie dordre r
caractérisée par la convergence de la série a termes positifs
S ATIATE,
B. La régularité absolue dordre r — 1
caractérisée par la convergence de la série 3> A”7'|A"e, |,
C. La régularité parfaite dordre r — 1
caractérisée par la convergence de la série > A7 'A"e,.

Il est évident que la puissance ne peut pas saugmenter dans
cette succession; quen réalité elle va en décroissant, cest ce que
montrent facilement des exemples choisis & propos.

Apres la monotonie dordre supérieur a 1 nous allons consi-
dérer la monotonie, dont lordre est plus petit que I'unité; elle
est surtout susceptible d’attirer lattention, puisquelle est plus
faible que la monotonie ordinaire (dordre 1). Elle a été étudiée
par M. M. Kaluza et Ferrar dans de récents travaux également
parus, il y a quelques mois seulement, dans la ,,Mathematische
Zeitschrift”. Toutefois leur point de vue est tout différent du



noétre. Dans le cas de cette faible monotonie il ne reste plus de
régularité parfaite, autant que je sache. Il y a donc lieu de se
demander si, pour le moins, la convergence de la série

S AAe,

ne subsisterait pas. Certes, elle subsistera. Mais cest-la un fait
trivial, puisque la convergence de cette série aura lieu pour toute
suite convergente ainsi que le fait voir le théoréme fondamental,
cité au début, sur la superposition des différences. En effet, la
série représente la différence superposée

A_Y(AVSO) =£&p.

Si, toutefois, on veut persister dans I'idée que la convergence
de cette série est en quelque sorte liée & la monotonie dordre r,
il faut, pour un moment, enlever la condition que la suite soit
convergente. Peut-étre la convergence est-elle une régularité
assez forte par rapport a cette faible monotonie pour vous em-
pécher de percevoir leffet de la monotonie. Remplagons donc
la convergence de la suite par la relation ¢, = O(1) ou, plus
généralement encore, par la relation ¢, > —C. Ces conditions
nentraineront point la convergence de la série 3" A”"'A¢, pour
0 < r < 1. Pourtant, il se trouve que la convergence de cette
série sera bien assurée, si lon impose  la suite (&, ) la condition
ultérieure détre monotone dordre r(< 1). Donc, ce nest pas
trop de dire que la convergence de cette série est en quelque
sorte une propriété de la monotonie.



Mon dessein est maintenant accompli. J’ai essayé de vous
esquisser la partie la plus marquée de quelques recherches fa-
ites sur la comparaison des régularités des suites convergentes,
et je vais terminer. Cependant, je voudrais bien - si vous le
permettez — vous indiquer quelques petites applications que
jestime susceptibles de vous donner une idée de I'utilité de
recherches de cette sorte. Alors il nous faudra porter notre
pensée vers des séries régulieres. Il ne sagit évidemment que
d’une transformation assez futile; parler d’'une série cest parler
d’une suite. Pourtant, cette fois, nous nallons pas mettre en
jeu les sommes partielles Sv. Il conviendra plus demployer la
suite se composant des restes de la série. Etant donnée une
série convergente Y U,, nous allons donc considérer la suite
convergente

Ey = Uyt Uy t..0,

dont les premiéres différences coincident avec les termes de la
série. En employant cette suite (¢,) au lieu des sommes par-
tielles S, on obtiendra d’ailleurs la complete coincidence des
différences A’e, et des différences A"'u, pour toute valeur
positive de r:

Ae, = Aty

En convenant de dire que la régularité d’une série est celle
de la suite des restes (¢, ), la caractérisation de la régularité de
la série Y u, se réalise d'abord au moyen des différences A'¢,,,
mais en tenant compte de Iégalité que je viens de faire rema-
rquer, elle peut aussi bien sexprimer au moyen des différences



A" 'u,. Nous énumérerons quelques exemples qui, au foud, ne
sont qu'une transcription des exemples A, B et C que je viens
de citer:

A. Les sériés Y. u,,, monotone dordre r + 1, r étant un nombre
positif sont les mémes que celles dont les termes forment
une suite monotone dordre r. Elles sont caractérisées par la
convergence de la série a termes positifs:

S ALA e, = ALA U,

B. Les séries absolument réguliéres dordre r se caractérisent par
la convergence de la série

ZA:,|A’uV|.

C. Les séries parfaitement réguliéres dordre r se caractérisent
par la convergence de la série

Y AN u,
ou bien par la relation A" 'y, = o(v™").

Ces régularités sont évidemment rangées selon leur puis-
sance, celle-ci s'affaiblissant légérement dans cette succession.

Clest un fait élémentaire qu'une série Y u,, dont les termes
forment une suite monotone dordre 1, est tellement réguliére
quon a u, = o(v™1). Mais on n'a jamais essayé, autant que je
sache, de substituer, dans cette proposition, a la monotonie une



régularité plus faible. Cest ce que nous pouvons faire mainte-
nant. Nous pouvons méme déterminer la régularité qu’il faut
imposer a la série pour que la relation u, = o(v™!) ait lieu. La
série doit étre parfaitement réguliére dordre 1, ainsi qu'il ressort
de C. La condition nécessaire et suffisante en est que la série

> (v+1)Au,

soit convergente.

M. Knopp a démontré, dans le mémoire cité, que toute
série convergente, dont les termes forment une suite monotone
dordre r, r étant inférieur a 1, est assez réguliére pour quon ait

uy, =o(v").

Or, cette propriété nest, nonplus, bien propre aux séries mono-
tones. En effet, les séries qui sont absolument réguliéres dordre
r en jouissent également, et cette régularité est plus faible que
lautre. La cause en est que toute série absolument réguliere
dordre r sera telle que la série 3" |u,| sera, & son tour, conver-
gente et parfaitement réguliere dordre r. Car cela veut dire
que
A uy| = o(v)

et comme les termes de la série

oo
Ayl = 3 A [ty
p=0



sont tous positifs, il faut que le premier soit plus petit que la
somme de la série, et cest-a-dire que

uy, =o(v").



M. Jacob (Wieden)

O uogdlnionych catkach Fouriera
i 0 jednoznacznosci uogdlnionych calek
trygonometrycznych

Punktem wyjécia nastepujacych rozwazan jest wspolna de-
finicja szeregéw i calek Fouriera, ktéra sie uzyskuje przez za-
stosowanie pojecia calki Stieltjesa. Z tego wynika mozliwos¢
jednolitego traktowania kilku waznych zagadnien z teorji sze-
reg6w i calek trygonometrycznych.

Niechaj bedzie f(&) funkcja mierzalng w [—oo, co], cal-
kowalng w kazdym skonczonym zakresie, ktéra ponadto w
LEE)| posia-

nieskonczono$ci spelnia nastepujace warunki: 1°)
da catke w nieskoniczonosci, 2°) f(&) jest w nieskoriczonoéci
funkcja perjodyczna.



Tworzac wediug p. H. Hahna (Acta Mathem. 49):
ow =1 [T o™ ar
-1 [ oL [T o= e o

§
1 e cos &
| reTa

mozna podporzadkowa¢ funkeji f (&) nastepujace wyrazenie:

f(x)~ /Ooo[cosyxdd)(y) +sinyxd‘l’(y)]. (2)

To podporzadkowanie redukuje si¢: a) do szeregu Fouriera,
jesli f (&) jest funkcja czysto perjodyczng i b) do catki Fouriera,
jesli f(&) czyni zado$¢ w nieskoriczonoéci warunkom $cislej
okreslonym.

Zajmujemy sie dwoma zagadnieniami tej teorji:

I) Relacja (1) umozliwia nam przedstawi¢ formute Parsevala
w takiej formie, ze klasa funkgji, dla ktérej twierdzenie to
jest znanem, zostaje znacznie rozszerzong.

II) Jestesmy rowniez w stanie udowodni¢ twierdzenie o jedno-
znaczno$ci dla uogdlnionych calek trygonometrycznych,
przyczem dowdd tego twierdzenia polega na uogdlnieniu
kilku twierdzen p. J. C. Burkilla, dotyczacych réwniez uogol-
nionych catek Fouriera (Proc. Lond. Math. Soc. (2) 25.).



Stefan Kaczmarz (Lwéw)

Warunki zbieznosci szeregow
ortogonalnych

W komunikacie niniejszym mam zamiar poda¢ pewien
warunek zbiezno$ci szeregu ortogonalnego Y. a, ¢, (x), gdzie
Y a2 < oo, warunek odmiennego typu, niz znane dotychczas
warunki. Dotychczasowe bowiem zalozenia o szeregu ortogo-
nalnym odnosily si¢ do wlasnoéci spétczynnikéw a,, nasuwa
sie zatem problem przy jakich zalozeniach odnoszacych si¢ do
samego ukladu ortogonalnego szereg bedzie zbiezny prawie
wszedzie. Zalozenia te tycza si¢ funkcji Lebesgue’a dla danego
ukladu, to znaczy

pu() = [ [S 0elx)pu(0)] .

O funkcji powyzszej udowodnil Rademacher, iz prawie
wszedzie
p2(x) = O(nlog*** n), &>0.



Otoz tatwo jest wykazaé nastepujace
Twierdzenie. Dla funkeji p,, (x) mamy prawie wszedzie

2 1+e
p2(x) = o(nlog"™ n).
Na podstawie bowiem nieréwno$ci Schwarza mamy

n

n <20k (x).

1

Z drugiej strony szereg

1
ZT%(X)

nlog

jest prawie wszedzie zbiezny, zatem wedle Kroneckera

Z(pi(x) = o(nlog1+£ n).
1

Jezeli teraz zatozymy, ze funkcja Lebesguea jest prawie wsze-
dzie ograniczona bez wzgledu na woéwczas mamy
Twierdzenie. Jezeli prawie wszedzie

pn(x) <1
wtedy szereg ortogonalny
2 angn(x)

jest prawie wszedzie zbiezny, jezeli tylko ¥ a% < oo.



Stefan Kempisty (Wilno)

O catkach funkgji przedzialu®

(Sur les intégrales d’'une fonction d’'intervalle)

Considérons les intervalles a k dimensions, cest-a-dire les
ensembles de points dont les projections sont des intervalles
linéaires.

Soit g(I) une fonction d’intervalle (additive ou non additive)
définie pour tous les intervalles contenus dans un intervalle R.

Lorsque S est un systéme simple, composé d’'un nombre fini
d’intervalles non empiétants Iy, I, . . ., I;, nous poserons

8(8) =g(h) +g(L) +--+ g(In).
En particulier la longueur du systeme S
Y] =0+ |Ia| + - + L),

" Komunikat ten zostat wygloszony na Zjezdzie zamiast komunikatu C
25 p. t. Catka aproksymatywna.



|I;] étant la longueur de lintervalle I;.

Une fonction d’intervalle g(I) est absolument continue qu-
and g(S) tend vers zéro avec la longueur de S.

Quand S| = |R|, le systéme S est un systéme de division de
lintervalle R.

Dlaprés M. Burkill, lintégrale supérieure (inférieure) de g(I)
dans R est la plus grande limite de g(S), la norme du systéeme
de division S tendant vers zéroV.

Siles deux intégrales extrémes

Jam e [

sont égales, la fonction d’intervalle g(I) est integrable et la
valeur commune de ces intégrales est I'intégrale

[ 5.

Lorsqu'une fonction d’intervalle g(I) est absolument conti-
nue dans R, les intégrales extrémes sont finies dans R et dans
tout intervalle contenu dans R?. De plus, ces intégrales sont
des fonctions d’intervalle absolument continues dans R.>)

) 7. C. Burkill, Functions of intervais, Proc. Lond. Math. Soe. v. 22
(1923) p. 295. La norme, du systeme S est la plus grande de dimensions des
intervalles I;.

2 loc. cit. p. 287 Th. 3.6.

3) 3. Saks. Sur les fonctions d’intervalles, Fundamenta Math. X (1927) p-
213, Th. 2.



En particulier, quand g(I) est integrable et absolument
continu, son intégrale est finie et absolument continue®.

Nous allons voir que la continuité absolue de g(I) est non
seulement suffisante mais nécessaire pour que son intégrale
soit finie et absolument continue.

Lemme. Si g(I) est intégrable, nous pouvons, quel que soit e
positif, déterminer § de maniére quon ait, pour tout systéme
simple S de norme inférieure a 0, I'inégalité

s(5)- [La(0)] <.

Supposons, en effet, qu’il existe un ¢ positif, tel que, & étant
quelconque, on a, pour un systeme S; de norme inférieure a &,

la relation
8s)> [ a+e. W

Choisissons ¢ de maniére quon ait, pour un systéme S qui
divise R,

¢@®) < [ e+ @

dés que la norme de S est inférieure a d.

Soit S, un systeme de division du complémentaire des inte-
rvalles du systéeme S;. Nous pouvons choisir S, de norme < §
et tel que

8(8) < fs g(I) - ; 3)

4 Burkill, loc. cit., p. 289, Th. 4.



Comme l'intégrale est une fonction additive d’intervalle,
nous avons, dapres (1) et (3)

g(81+82)>ng(I)+§. (4)

En posant S = §; + S,, nous arrivons a la contradiction
entre (2) et (4).

Théoréme. Lorsque Vintégrale dune fonction d’intervalle g(I)
est absolument continue dans R, il en est méme de la fonction

g(D).

D’aprés Phypotheése, quel que soit € > 0, il existe positif tel
que

‘[Sg(l)‘<s, pour |S| < 6.

Soit §; un nombre bornant les normes des systemes S pour
lesquels on a d’apres le lemme démontré

s(5)- [ g()] <.

Lorsque 6 < 8y, 8, nous avons alors |g(S)| < 2¢, quel que
soit le systéme simple S de longueur < &, cest-a-dire g(I) est
absolument continue.

Application. Soit f(x) une fonction mesurable, presque
partout finie dans l'intervalle (a, b). Convenons de dire que
m(f,I, 1) est la borne inférieure a densité A prés d’'une fonction



f(x) dans I, lorsquelle est égale au plus grand de nombres y
tels que, E étant lensemble de points x ot f(x) < y,ona

|EI|<MI] (0<A<1).

Posons
g(1) =m(f, L ).

D’aprés les théorémes généraux, cette fonction est absolu-
ment continue dans (a, b) en méme temps que son intégrale
Jr g(I), pour R = (a,x) et a < x < b. Celle-ci est alors une
intégrale de Lebesgue. Nous verrons quelle est égale exactement

alintégrale
[ feax

En effet, il résulte d'un théoréme de M. Burkill® que, g(I)
étant absolument continue,

[ s= [ pgax< ["Dgax- [ g

ot Dg et Dg désignent resp. la dérivée inférieure et supérieure
de g(I) au point x, cest-a-dire la limite inférieure resp. supérieu-

re du quotient g\(1|) I tendant régulierement vers le point x.
) St. Kempisty, Sur les limites approximatives, Comptes Rendus, t. 180,
p- 642. |EI| est la mesure de la partie de lensemble E contenue dans 1.
% Joc. cit. 309, Th. 7.6.



Comme, daprés M. Denjoy”), toute fonction mesurable est
presque partout approximativement continue, le quotient gI(II)
qui est égal a m(f, I, 1), tend presque partout vers f(x). Alors
on a presque partout

Dg=Dg = f(x)

et par suite

Joaw= [sm= [ s,

Inversement lorsque f(x) est sommable, notre fonction
d’intervalle g(I) est absolument continue. Supposons d’abord
que f(x) est non négative, alors

(1-Ng < [ fx)dx.

Il en résulte que g(I) est absolument continue. La démon-
stration est analogue pour f < 0.

Quand f(x) est une fonction quelconque, nous pouvons
la représenter par une somme de deux fonctions

[+ |f|
2

fi e f-t

) A, Denjoy, Sur les fonctions dérivées soimnables, Bull. Soc. Math, de
France t. 43 (1915) p. 219.



Or,
m(f,LA)=m(fi, LA) + m(f2,1,1)

donc le théoréme subsiste.

Ainsi la continuité absolue de m(f, I, 1)|1| est une condition
nécessaire et suffisante de la sommabilité de f(x).

Nous avons vu que

f fdx:fm(f,I,A)|I|, quel que soit A.
a R

On peut montrer qu'inversement I'intégrale de m(f, I, 1)|1],
dont la valeur est indépendante de A, est I'intégrale de Lebesgue

de f(x)¥.

8) St. Kempisty, Sur Pintégrale (A) de M. Denjoy, Comptes Rendus 185
(1927) p. 749.



Stefan Kempisty (Wilno)

O pochodnych funkgji przedzialu®

(Sur les dérivées d’une fonction d’intervalle)

Soit g(I) une fonction d’intervalle définie pour tout inte-
rvalle contenu dans (a, b).

Considérons une famille réguliére composée de tous les
intervalles I qui verifient la condition

[I| > «|Sx|, pour0<a<l,
S, étant le plus petit intervalle de centre x contenant I.”

" Komunikat powyzszy zostal wygloszony na Zjezdzie zamiast komuni-
katu C. 26. p. t. Calkowanie pochodnej regularne;.
' |1| désigne la longeur de l'intervalle 1.



Appelions dérivée de paramétre a de la fonction g(I) au
point x la limite unique f(x) du quotient

8D
L

pour I appartenant a la famille considérée et tendant vers le
point x.

Il résulte d’'un théoréme de M. Burkill que cette dérivée est
une fonction de premiére classe de M. Baire?

Nous allons établir quelques autres propriétés de la fonction
dérivée f(x) de paramétre a < 3.

Convenons de dire qu'une fonction d’intervalle 4 (T) est bor-
née intérieurement, lorsque, pour toute division d’un intervalle
I en deux intervalles contigus I; et I;, on a

min{h(L), h(l,)} < h(I) < max{h(L}), h(I;)}.

)

Théoréeme. Si le quotien - est une fonction bornée in-

térieurement, les ensembles
E = Ex[f(x) > f(xo) + 8] et E,= Ex[f(x) < f(x0) - s]

2) 7. C. Burkill, Functions of Intervais, Proceedings of the London Math.
Soc. vol. 20 (2), p. 296-7.



ne contiennent pas, dans un voisinage suffisamment petit Vj,,
du point xg, dautres intervalles fermés I que ceux de densité

moyenne inférieure a «, donc tels que
|1
— <.
|XX0|

Supposons au contraire qu’il existe, quel que soit § positif,
un voisinage V,, et un intervalle fermé I, contenu dans V,, et
dans E; tels que

12 alVils  [Vio| < 0.

Or, quel que soit I'intervalle i contenant x et contenu dans
I, on a, par définition de f(x),

|(|) > F0) > o) + 5,

deés que |i| < 8(e, x).
D'aprés un lemme de N. Lusin®), il existe donc un nombre
fini de ces intervalles i:

il) i2) LR in’
sans points intérieurs communs et tels que:

I=ij+ip+--+ig,

|(1k|) e O)+, (k=1,2,...,n).

) N. Lusin, Recueil de la Soc. Math, de Moscou XVIII, 1911.




¢ £

i est une fonction bornée intérieu-

Comme le quotien
rement, nous voyons que

s

] > f(x o)+*

Soit Sy, le plus petit voisinage de centre x, contenant I.
Comme ce voisinage est contenu dans V,,, on a da fortiori

Il > &Sy, [Sx| <8

et les intervalles, tels que I, forment une famille réguliere de
parameétre .

Quand le nombre 6 décroit vers zéro, 'intervalle I tend vers
le point xq et le quotient g\(1|) a pour limite f(xo), ce qui est
impossible dapres I'inégalité établie.

Ainsi notre théoréme est démontré pour lensemble E;. Or
le méme raisonnement sapplique a lensemble E,.

Corollaire 1. Dans chaque intervalle suffisamment petit et
ayant pour extremité le point x,, existent des points des ensem-
bles E; et E, et par suite

i(X() + 0) < f(X()) < ?(XQ + 0),
f(x0-0) < f(x0) < f(x0 - 0).

Corollaire 2. Tout point d’'un des ensembles

Ec[f(x)>A]l E[f(x) <A]



est un point daccumulation symmétrique.

Corollaire 3. Comme, d’aprés M. Denjoy®, toute fonction
jouissant de la propriété énoncée dans le Cor. 2 est continue
au sens de Darboux, nous voyons que la dérivée de parametre
a< % prend dans lintervalle (a, b) toute valeur intermédiaire
af(a)et f(b).

Applications.

1. Soit F(x) une fonction dérivable dans (a, b).
Posons, pour l'intervalle I = («, ),

g(I) = F(B) - F(a).

La variation g(I) étant additive, la variation relative %
est évidemment une fonction bornée intérieurement.
Or la dérivée F’(x) qui est une dérivée de parametre 1 de
g(I) est en méme temps une dérivée de paramétre « de
cette fonction d’intervalle, quel que soit & < 1.>) Elle posséde
donc les propriétés énoncées dans le théoreme et dans les
corollaires.
Nous obtenons ainsi une nouvelle démonstration du théo-
réme de Darboux sur les dérivées.

2. Soit M(I, A) la borne supérieure a densité A prés dans l'in-
tervalle I d’une fonction mesurable et presque partout finie

4 A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables, Bull. Soc. Math, de
France t. 43, 1915, p. 184, ap.".
%) 1. C. Burkill, Ioco cit. p. 298.



f(x), cest-a-dire le plus petit des nombres y tels que la
densité moyenne de lensemble

E=E.[f(x)>y]

est au plus égale a 1%
M(I, 1) est évidemment une fonction d’intervalle finie et
bornée intérieurement.
Posons
g(1) = ML)

Si f(x) est approximativement continue, elle est la dérivée
de paramétre « de g(I) pour a et A quelconques entre 0
etl

Alors elle appartient a la premiére classe de M. Baire, prend
toute valeur intermédiaire”, et jouit de la propriété générale
énoncée dans le théoréme qui vient détre établi.

6) St. Kempisty, Sur les limites approximatives, Comptes Rendus 180
(1925), p. 642-4.
7 A. Denjoy, loco cit. p. 184, 179.



Stanistaw Mazur (Lwow)

O metodach sumowalnosci

W pracy niniejszej podaje kilka twierdzen o funkcjonalach
addytywnych w polach ciggdw; w szczegdlnosci zajmuje sie
temi funkcjonalami, ktére sg okreslone przy pomocy metod
limesowalnoéci Toeplitza.

I.

Twierdzenie 1. Gdy Py, P, sq polami ciggéw, przyczem Py c P,
zas fi({an}) jest funkcjonatem addytywnym (i jednorodnym)
w Py, to istnieje funkcjonat addytywny (i jednorodny) f,({a,})
w Py, taki, ze f,({a,}) = fi({an}) skoro {a,} € Py; przytem
gdy pole P, jest unormowane® i funkcjonat f,({a,}) jest ciggly
w Py, to funkcjonat f,({a,}) jest ciggly w P,.

W szczegdlnosci tedy istnieje n. p. funkcjonal addytyw-
ny i jednorodny w polu wszystkich ciggéw f({a,}) taki, ze

' Definicje terminéw z teorji operacji, ktérych uzywam, zawiera praca:
S. Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application

aux équations intégrales, Fundamenta Mathematicae, III, 1922.



f({a,}) =lim,_,, . a,, skoro ciag {a, } jest zbiezny?; w przy-
padku gdy ciag {a, } jest rozbiezny, liczba f({a,}) moze by¢
rozpatrywana jako jego uogolniona granica. Przytem oczywi-
$cie funkcjonat f({a,}) moze by¢ tak dobrany, by w polu
wszystkich ciggdw ograniczonych przy zwyklem jego unor-
mowaniu byt ciagly.

Mozna dalej udowodni¢, korzystajac z pozytywnego roz-
wigzania szerszego problemu miary w przypadku linjowym?®,
nastepujace

Twierdzenie 2. Istnieje w polu wszystkich ciggéw ograniczo-
nych funkcjonat addytywny i jednorodny f({a,}) spetniajgcy
warunki:

L f({an}) = f({ann});
2. f({an}) >0skoroa, >0 (n=0,1,...);

3. f{1}) =1

Kazdy funkcjonat tego rodzaju jest ciagly przy zwyczajnej
definicji normy w rozwazanem polu i posiada te wlasno$¢, ze
f({ax}) = lim, 0 ayu, gdy ciag {a,} jest zbiezny. W ten
sposéb uzyskujemy znowu pewne uogélnienie pojecia granicy,
majace te zalete ze w przypadku kazdych dwoch ciagdw, z kto-
rych jeden powstaje z drugiego zapomoca skoniczonej liczby

) Twierdzenie to znajduje si¢ w pracy: H. Steinhaus, Kilka stéw o uogél-
nieniu poj¢cia granicy, Prace matematyczno-fizyczne, XXII, 1911.

3 s, Banach, Sur le probléme de la mesure, Fundamenta Mathematicae,
1V, 1923.



zmian, uogolniona granica jest ta sama. Na mocy twierdze-
nia 1 zakres tego uogélnienia moze by¢ rozszerzony do pola
wszystkich ciagow.

II.

Do okres$lania funkcjonatéw addytywnych i jednorodnych
w polach ciggdw moga by¢ uzyte metody limesowalnosci To-
eplitza®) . Kazda taka metoda M prowadzi mianowicie w znany
sposob do okreslania funkcjonalu addytywnego i jednorodnego
w pewnem polu ciagdw, ktore nazywa sie¢ polem limesowalnosci
metody M. (Nie kazde pole ciggéw stanowi pole limesowal-
noéci pewnej metody Toeplitz’a; tak n. p. nie istnieje metoda
Toeplitz’a, ktdrej polem limesowalnosci bytoby pole wszystkich
ciggéw ograniczonych). Nasuwa si¢ pytanie, jakie warunki mu-
sz spetniac ciagi podwdjne {ay m }, {bn,m } by odpowiadajace
im metody Toeplitza A, B mialy te wlasno$¢, ze kazdy ciag
limesowalny metoda A jest limesowalny metoda B i to ewen-
tualnie stale do tej samej liczby. W przypadku gdy metoda A
jest identyczna, odpowiedz jest znana. Mozna jednak podaé
warunki, o ktére chodzi, w przypadku ogélniejszym, a miano-
wicie tym, gdy metoda A jest - jak méwimy - normalng. Tak
nazywamy jg, gdy: L. a, , # 0 (n=0,1,...); 2. a5, = 0dla
n<m(n,m=0,1,...). Wtedy istnieje widocznie doktadnie
jedno przeksztatcenie Y. _ &y mttm (1 =0,1,...) odwrotne

4) Niektére twierdzenia tego rozdziatu zawiera praca: S. Mazur, Uber
lineare Limitierungsverfahren, Mathematische Zeitschrift, XXVIII, 1928.



wzgledem przeksztalcenia Y 0 an,mum (n = 0,1,...); gdy
potozymy &, = Y7 _o &um (1 =0,1,...), to zachodzi

Twierdzenie 3. Na to, by kazdy cigglimesowalny metodg A byt
limesowalny metodg B, potrzeba i wystarcza, by spetnione byty
nastgpujgce warunki:

1. cigg {&,} jest limesowalny metodg B do pewnej liczby a;

2. kazdy z ciggow {&,,m} (m =0,1,...) jest limesowalny me-
todg B do pewnej liczby a;

3. przy kazdem danem p catkowitem > 0 cigg
{2001 k=0 bp,k&k.n|} jest ograniczony;

4. cigg {X 20| X720 bp,k&k,nl} jest ograniczony.

Przytem, gdy ciag {u, } jest limesowalny metoda A do U,
to jest on limesowalny metoda B do aU + Yo, a,(u, — U);
stad i z twierdzenia poprzedniego wynika odrazu

Twierdzenie 4. Na to, by kazdy cigg limesowalny metodg A,
byt limesowalny metodg B i to stale do tej samej liczby, potrzeba
i wystarcza, by spetnione byly warunki poprzedniego twierdzenia,
przyczema=1,a, =0(m=0,1,...).

Twierdzenie 3 stanowi uogdlnienie twierdzenia Kojimy-
-Schurra za$ 4 twierdzenia Toeplitza.

Moznaby okaza¢, ze gdy spelnione sg warunki twierdze-
nia 3, przyczem metodg A jest jakakolwiek metoda Cesaro Cy
lub Eulera Ej (k > 0) a pozatem metoda B jest permanentna,
toa=1a, =0 (m=0,1,...). Nasuwa to przypuszczenie,



ze w przypadku ogdlnym, gdy pole limesowalnosci metody
normalnej permanentnej A jest czgscia pola limesowalnosci
metody permanentnej B, to kazdy cigg limesowalny metoda A
jest limesowalny metodg B do tej samej liczby. Przypuszczenie
to jest bledne; co wiecej zachodzi

Twierdzenie 5. Istniejg metody normalne permanentne o wspol-
nem polu limesowaluosci a mimo to limesujgce pewne ciggi do
liczb réznych.

Mozna natomiast udowodnié

Twierdzenie 6. Gdy pole limesowalnosci metody normalnej
permanentnej A zawiera si¢ w polu limesowalnosci metody per-
manentnej B, to kazdy cigg ograniczony limesowalny metodg A
jest limesowalny metodg B do tej samej liczby.

Zat6zmy teraz, ze spelnione sa warunki ostatniego twier-
dzenia; chodzi o to, w jakim przypadku mozna wnioskowa,
ze dany ciag (nieograniczony) limesowalny metoda A jest li-
mesowalny metoda B do tej samej liczby. Aby odpowiedzie¢
na to pytanie, potézmy dla kazdego ciggu {u, } limesowalnego
metoda A

8

tak okreslony w polu limesowalnoéci metody A funkcjonat
stanowi w nim norme i przy niej jest ono zupelne. Ponadto

[{u,}] = kres gorny {| Z AnmUm
m=0



moznaby sprawdzi¢, korzystajac z twierdzenia 3, ze gdy potozy-
my w nim
- i, 5 b

to uzyskany funkcjonat bedzie linjowy. Niech dalej eg = {1}
oraze, = {Xn,m},gdziex, , =1dlan =m+1i=0dlan # m+1
(n=12,...;m=0,1,...). Przypusémy, ze cigg e = {u, } jest
limesowalny metodg A do U; gdy element e daje przedstawienie
postaci

(o]
e= Z 9,¢e,,
n=0

gdzie {9} jest ciggiem liczb rzeczywistych, to musi by¢ 9 = U,
9 =uy1-U(n=12,...)1 jak stad w jednej chwili wynika,
f({un}) = U.Z drugiej strony, wobec przyjetej definicji normy
w polu limesowalnoéci metody A, na to by zachodzilo wzmian-
kowane rozwiniecie, potrzeba i wystarcza, by ciag {u, — U}
byt limesowalny metoda A jednostajnie, t. zn. by do kazdego
¢ > 0 istnialo naturalne m, takie, ze

‘ i an,p(tp — U)‘ <e
p=m

dlam > mg, n=0,1,... W ten sposéb uzyskujemy

Twierdzenie 7. Gdy pole limesowalnosci metody normalnej
permanentnej A zawiera si¢ w polu limesowalnosci metody per-
manentnej B, to cigg {u, } limesowalny metodg A do U jest lime-



sowalny metodg B do tej samej liczby, o ile tylko cigg {u, — U}
jest limesowalny metodg jednostajnie.

Wida¢ teraz, ze na to by metoda normalna permanentna
A miala t¢ wlasno$¢, ze gdy jej pole limesowalno$ci zawiera
sie w polu limesowalno$ci jakiej§ metody permanentnej B, to
kazdy ciag limesowalny metoda A jest limesowalny metoda
B do tej samej liczby, wystarcza by ciag {a, } stanowit baze®
w polu limesowalnosci metody A; przypadek ten jest wlasnie
zrealizowany dla metod Cesaro i Eulera.

I11.

Podane twierdzenia o funkcjonatach addytywnych i jed-
norodnych w polach ciggdw przenosz sie oczywiscie na przy-
padek, gdy chodzi nie o pola ciggdw lecz szeregdéw. Specjalnie
kazda metoda sumowalno$ci Toeplitza prowadzi do okreslenia
funkcjonatu addytywnego i jednorodnego w pewnem polu sze-
reg6w, ktore nazywa sie polem sumowalnosci tej metody. Jezeli
chodzi o metody sumowalno$ci, to warto dla uzyskania pew-
nej analogji z teorja zbieznoci szeregdw wprowadzi¢ pojecie
szeregow bezwarunkowo i warunkowo sumowalnych. Niech A
bedzie metodg sumowalno$ci Toeplitz’a i przypusémy, ze dany
szereg jest nig sumowalny (do U); otz nazywamy go sumo-
walnym metoda A bezwarunkowo (do U), gdy kazdy szereg
rézniacy sie od niego conajwyzej porzadkiem wyrazéw jest

% Definicj¢ tego terminu zawiera praca: J. Schauder, Zur Theorie stetiger
Abbildungen in Funktionalrdumen, Mathematische Zeitschrift, XX VI, 1927.



sumowalny metoda A i to stale do tej samej liczby; w razie prze-
ciwnym powiadamy, Ze jest sumowalny metodg A warunkowo
(do U)®. Jest widocznem, ze w przypadku n. p. metod Cesaro
lub Eulera pojecie szeregéw bezwarunkowo sumowalnych po-
krywa si¢ z pojeciem szeregéw bezwzglednie zbieznych; istnieja
jednak permanentne metody sumowalnosci, przy ktérych to
nie zachodzi. Powstaje pytanie, kiedy dana metoda sumowal-
nosci posiada te wlasnos¢, ze do szeregéw warunkowo sumo-
walnych przy uzyciu jej odnosi si¢ twierdzenie analogiczne
do twierdzenia Riemanna, dotyczacego szeregéw warunkowo
zbieznych. W tym kierunku zachodzi przedewszystkiem

Twierdzenie 8. Gdy «, 3 sq liczbami rzeczywistemi, to istnieje
szereg .- ayn 0 tej wlasnosci, ze gdy r jest liczbg postaci at +
B przy t catkowitem to przez odpowiednig zmiang porzgdku
wyrazéw mozna uzyskac z szeregu Y o, a, szereg sumowalny
metodg H, do r, ale przez zadng zmiang porzgdku wyrazow nie
mozna z niego otrzymac szeregu sumowalnego metodg H; do
jakiejs liczby nie bedgcej wzmiankowanej postaci.

Przytem prawdziwem jest jednak

Twierdzenie 9. Gdy Y.~ a, jest szeregiem warunkowo sumo-
walnym metodg Hy. (k naturalne) i cigg {a, } jest ograniczony,

%) Badaniu szeregéw warunkowo sumowalnych poswiecona jest moja
praca ,,O szeregach warunkowo sumowalnych”, ktéra bedzie drukowana
w Sprawozdaniach Towarzystwa Naukowego we Lwowie.



to do kazdej liczby rzeczywistej r mozna dobrac szereg réznigcy
sig conajwyzej porzgdkiem wyrazéw od szeregu Y. dy, sumo-
walny metodg Hy, do r.



J. v. Neumann (Berlin)

Zur Theorie des Masses

Gewisse Resultate von Hausdorff, Banach und Tarski tiber
die Méglichkeit bzw. Unmoglichkeit eines allgemeinen (d. h.
fiir alle beschrénkten Teilmengen des n-dimensionalen Eukli-
dischen Raumes definierten) Masses werden analysiert.

Die genannten Autoren untersuchten u. a. solche Masse
(d. h. nichtnegative, fiir zwei elementfremde Mengen - Ad-
denden additive und nicht identisch verschwindende Mengen-
funktionen), welche gegeniiber der Gruppe der orthogonalen
Abbildungen des Raumes invariant sind. Insbesondere zeigten
Banach und Tarski, dass ein solches Mass dann und nur dann
moglich ist, wenn der Raum 1- oder 2-dimensional ist.

Es scheint also eine eigentiimliche neue Eigenschaft des
Raumes von 3 Dimensionen aufwirts vorzulegen.

Es zeigt sich nun, dass die genannte Eigenschaft genauer
der Gruppe der orthogonalen Abbildungen zuzuschreiben ist.
Diese ist namlich fiir 1, 2 Dimensionen auflsbar (d. h. sie hat
eine Kette successiver Normalteiler mit lauter Abelschen Faktor-



gruppen), von 3 an aber besitzt sie eine freie Untergruppe mit
zwei Erzeugenden und es lisst sich zeigen dass diese Eigenscha-
ften im wesentlichen fiir die Existenz bzw. nicht Existenz eines,
dieser Gruppe gegeniiber invarianten Masses hinreichend sind.

Wenn man Invarianz gegeniiber Abbildungs-Gruppen ver-
langt, dndert sich demgemass das Bild: bei der affinen Gruppe
(bestehend aus allen linearen Abbildungen von der Determi-
nante1) z. B. tritt dieser Wechsel zwischen 1 und 2 Dimensionen
ein - daher existiert dann das Mass nur im 1-dimensionalen.

Es werden noch einige Beispiele fiir diese gruppentheoreti-
sche Bedingtheit des Masses angegeben. Eine genaue Ausfiih-
rung erscheint demnéchst in den Fund. Math.



Stanistaw Ruziewicz (Lwow)
O funkcjach spelniajacych uogélniony

warunek Lipschitz’a

Wezmy pod uwage uklad réwnan funkcyjnych:

x+k

(=) = a+bif(x), k=01,....g-1,
gdzie g jest liczba naturalng > 2, za$ liczby ay i by spelniaja dla
k=0,1,...,g—1warunki:

g-2
‘bk|<1, bg_1=1—2bi ayg =0, ak:Zbi
i=0 i

Istnieje jedna i tylko jedna funkcja ograniczona w przedzia-
le (0,1), spelniajaca powyzszy uktad rownan; funkcja ta jest
ciagla w tym przedziale.

Dobierajac odpowiednio liczby by, otrzymujemy funkcje
ciggte o réznych osobliwosciach.



W szczegdlnosci, dobierajac do dowolnej liczby dodatniej
a < 1odpowiednie liczby by, otrzymujemy funkcje, spelniajaca
nierdwnos¢

lf(x) = f(P)| < Mlx = y|%, (M jest stala), 6)

a nie posiadajacg dla zadnej warto$ci x pochodnej (ani skon-
czonej, ani nieskonczonej)V.
Dalej, istnieje funkcja f(x), spelniajaca nier6wnos¢

(%) = f(y)] < Mlx = y| - [log |x — y,

nie posiadajgca dla zadnej warto$ci x skoniczonej pochodne;j.

Wreszcie przez odpowiedni obidr liczb by otrzymujemy
dla kazdej liczby dodatniej a < 1 funkcje rosnacs, spelniajaca
warunek (1), a posiadajaca pochodng 0 wszedzie, z wyjatkiem
pewnego zbioru miary Lebesgue’a zero 2.

' Por. S. Ruziewicz, Sur les fonctions satisfaisant a la condition de
Lipschitz généralisée, (Annales de la Soc. Pol. de Math., T. VII, 1928).

) Por. S. Ruziewicz: Un exemple d’une fonction continue croissante
ayant presque partout la dérivée nulle. (C. R. de séance de la Soc. des Sciences
et des Lettres de Varsovie XX, 1928)



S. Steckel (Kielce)

O warunku sumowalnosci ciaggu
nieskonczonego o dwuch miejscach
skupienia

Niech bedg dane dwa ciagi {a, } i {b,} liczb zespolonych
takie, iz lim, o ay = 4, lim,—oo b, = bia # b. Niech dalej
{pn}i{qn} oznaczaja dwa ciagi nieskorniczone liczb natural-
nych. Utwérzmy ciag {c, } w sposéb nastepujacy: wypisujemy
p1 pierwszych wyrazéw ciagu {a, }, nastepnie q; pierwszych
wyrazow ciggu {b, }, dalej p, dalszych wyrazéw ciagu {a, } i >
dalszych wyrazéw ciagu {b, } i t. d. Potézmy: Py = 0, Qo = 0,
Py =pi+pa+-+pu Qu = q1+q2+---+q,. Mozna z tatwoscia
udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Na to, aby ciag {c, } byl sumowalny metodg $rednich Ce-
saro rzedu k (k dowolna liczba rzeczywista > 1) potrzeba i wy-
starcza, aby istnialy granice (skoficzone lub nie): lim,_, %

Pty
Qn :

ilim,_ e Pé“ i aby bylo lim,,_, g =1lim, - e



Opierajac si¢ na tem twierdzeniu, mozna z tatwoscia efek-
tywnie zbudowac ciag, zlozony z jedynek i zer, niesumowalny
(C k) dla zadnego k > 1V. Ciag {c, } o tej wlasnosci otrzymu-
jemy np. kladac: ¢, = 1jezeli: 2" -1 < n < 2" +2"71 -2, za8:
cn=Ojezeli: 2" +2" ! —1<n< 2" —2dlav=1,2,3,...

Opierajac si¢ na powyzszem twierdzeniu, mozna réwniez
z fatwoscia okresli¢ takg zmiane porzadku wyrazéw danego
ciagu liczb zespolonych o dwuch miejscach skupienia a i b
(a # b), aby otrzymany w ten sposéb cigg byt sumowalny do
dowolnej liczby a ksztattu: a + (b — a)t, gdzie: 0 < t <12,

) Prof. Steinhaus udowodnit jeszcze w r. 1911 (Prace mat.-fiz. XXII, str.
121 i nast.) ogdlniejsze twierdzenie, ze istnieje ciag ztozony z jedynek i zer,
niesumowalny zadng metoda Toeplitz’a; twierdzenie to wysnul prof. Stein-
haus z rozwazan natury ogélnej o uogélnieniach pojecia granicy. Jezeli za$
chodzi o rozpatrywany tutaj szczegdlny przypadek niesumowalnosci metoda
$rednich Cesaro, to konstrukcja oparta na podanem wyzej twierdzeniu jest
znacznie prostsza.

2 Zbiér liczb: & = a+ (b— a)t, gdzie: 0 < t < 1 (zbiér punktéw odcinka
wyznaczonego przez liczby a i b) jest, jak tatwo widzie¢, zbiorem wszystkich
punktéw sumowalnosci ciggéw, jakie mozna otrzymac z ciagu danego przez
zmiane porzadku wyrazéw.



Hugo Steinhaus (Lwéw)

Sur quelques applications du calcul
fonctionnel a la théorie de séries
orthogonales

En se servant du calcul fonctionnel, comme l'a fait M. Ba-
nach dans une Note sur une propriété de systemes orthogo-
naux?) on obtient les résultats suivants:

A) Si{¢,} et {y,} sont deux suites données, normées et
orthogonales, composées de fonctions continues {y, }, étant
en outre compléte dans le champ de fonctions continues et si
la suite numérique donnée {A } a la propriété de transformer
tout développement par rapport aux ¢ d’'une fonction continue

S Eepi(7) )
k=1

Résumé de la prélection C 6. Le texte complet paraitra dans les ,,Studia

Mathematica”, I (1929).
2) C.R. del’Académie des Sciences, Paris, 2 juin 1925, (T 180, N° 22, pp.

1637-1640).



en un développement par rapport aux y
> Ay (1) (2)
k=1

d’une fonction continue, alors la convergence uniforme d’'une
série

> axgi(7)
k=1

implique la convergence uniforme de la série
> Ay (7).
k=1

B) Sans changer 'hypothése du théoreme précédent on peut
y remplacer la thése par une autre, plus générale:
La convergence uniforme d’une série de polynomes en ¢

(&i@n, + + &9u) + (M@p, + kPp) +...  (3)

implique — quels que soient les j, k, ny, ..., 7, P15 Prs> oo
&, 11 choisis - la convergence uniforme de la série transformée

A &1on +...) + (Apmyp, +...) (4)
de polynomes en .

3) Pour A; = A; = --- = 1 ou obtient le théoréme de M. Banach.



C) La réciproque du théoreme B) est vraie.

D) Pour que la convergence uniforme d’une série (3) impli-
que toujours la convergence uniforme de (4), il faut et il suffit
qu’il existe une constante C, indépendante de j, ny, 15, ..., 1j,
&1, ..., & telle que lon ait

Maximum de |§¢,, (1) +--+ &g (1) <
ast<p

5
< C. Maximum de Ay, &y, (T) + -+ + Ay, 9y, (7)]. ©)

a<P<t

Les théorémes B) C) et D) conduisent immédiatement au théo-
reme:

E) Pour que la suite transforme toujours un développement
d’une fonction continue (1) en un développement d’'une fonc-
tion continue (2) - {@, } et {y, } ayant les propriétés spécifiées
au début - il faut et il suffit qu’il existe une constante C remplis-
sant I'inégalité (5) quels que soient les ny, 5, ..., 1, &1,..., &
et j.

F) On peut énoncer les mémes résultats en employant d’aut-
res modes de convergence, p. e. la ,,convergence en moyenne
avecla p-iéme puissance” (p > 1) et méme on peut employer un
mode différent pour les ¢ et pour les y. On change alors conve-
nablement 'inégalité (5). Le cas p = 1 présente des difficultés
spéciales.



Tadeusz Wazewski (Krakow)

Pewne twierdzenie o funkcjach
majacych pochodng. Wnioski

Twierdzenie!):

Jezeli A jest zbiorem mierzalnym zawartym w przedziale
[a,b], za$ f(x) funkcja, majaca w kazdym punkcie tego zbioru
pochodna rézng od zera (skoniczong lub nie), to do kazdego
€ > 0 nalezy

1°) podzbidr A, zbioru A o mierze < ¢

2°) podzial przedziatu [a, b] na przedzialy A,, ..., A, o tej wia-
snoéci, ze funkcja f(x) rozpatrywana na ktérymkolwiek
ze zbioréw

Ai.(A—Al) (i/l,2,...,n)
jest monotoniczng w znaczeniu $cislejszem.
' Twierdzenie to jest przedmiotem noty, ktéra wystatem byt Prof. Le-

besgueowi. Jest ono uogodlnieniem pewnego twierdzenia ogltoszonego w mej
pracy: Kontinua prostowalne etc.



Oto niektdre wnioski.
I. Jezeli funkcje

o.(t) (v/L,...,n)

posiadajg niemal wszedzie w przedziale [a, b] pochodng skon-
czongy, to istnieje zbiér miary zero B taki, ze gdy

fela,b]-B
t €[a,b]-B
ov(t) =9,(t2) (v/1,...,n)

to macierz
pi(t), - enu(t)
pi(t2), oos @u(t2)

jest rzedu mniejszego od 2.
I1. Jezeli funkcje

o) (v/1,...,n)

s3 absolutnie ciggle w przedziale [a,b] (a < b) to dlugosé
(w sensie Janzena lub Peany) kontinuum opisanego przez punkt

@1(t), . pu(t)

fb VZunlen(6)]? o

m(t)

Wynosi



gdzie m(t) oznacza krotnos$¢ punktu t, t. j. ilo§¢ liczb o spet-
niajacych system réwnan

o.(0) =9,(t) (v/1,...,n).
Jezeli krotnos¢ jest dla pewnego t nieskonczona, przyjmu-
jemy w powyzszym wzorze
1

W:O.

III. Jezeli Kv jest ciagiem kontinuéw prostowalnych, dla
ktérych
Ky c Ky (v/1,2,...)

dlugo$¢ K, < a < +o0

ijezeli Ky jest kontinuum okreslonem przez zwigzek

KO = Z Kw
v/1

to

dtugos¢ Ko = dtugosé >° K, = dlugos¢ ) K,.
v/1 v/1
Inaczej

dlugos¢ (Z K, - Z Kv) =0.

v/1 v/1



IV. Jezeli K jest kontinuum prostowalnem, jezeli
Ko, K1, K3, K, ...

s3 podkontinuami K, to warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym na to, by

li/m diugos¢ K, = dtugos¢ K
v/joo
jest, by kontinuum K, zmierzalo do kontinuum K, w sensie

Hausdorffa.
II1 i IV dowodze niezaleznie od twierdzenia naczelnego.



Antoni Zygmund (Warszawa)

Kilka uwag o zbiorach jednoznacznosci
w teorji calek trygonometrycznych

Zbiorem Cantorowskim jednoznaczno$ci w teorji szeregéw
trygonometrycznych nazywamy zbidr E polozony w przedziale
(0,2m) i posiadajacy te wlasno$¢, ze kazdy szereg trygonome-
tryczny

ap >,

S5 + > a,cosnx +b,sinnx

n=1

zbiezny wszedzie w uzupelnieniu zbioru E do zera, ma wszyst-
kie spétczynniki réwne zeru: a, = b, = 0 (n = 0,1,2,...).
Analogicznie zbiorem Cantorowskim jednoznacznosci dla ca-
tek trygonometrycznych nazywamy zbidr E lezacy w przedziale
(—o00, +00) i taki, ze dla kazdej calki trygonometryczne;j

=) u+l
f (ascossx +bssinsx)ds;  lim / (Jas) +|bs|) ds =0
0 U=oo Ju



zbieznej w uzupelnieniu zbioru E do zera, mamy dla prawie
wszystkich wartosci s: a; = bs = 0.

Trescig referatu jest udowodnienie twierdzenia, ze zbiory
jednoznacznosci w teorji szeregdw oraz catek trygonometrycz-
nych sa te same oraz rozszerzenie tego wyniku na inne zbiory
jednoznacznosci, ktére w odréznieniu od Cantorowskich moz-
naby nazwa¢ Du-Bois-Reymondowskiemi.



Waclaw Sierpinski (Warszawa)

Uwaga o twierdzeniu Jegorowa

W mys$l znanego twierdzenia Jegorowa, jezeli f,(x) (n =
1,2,3,...) jest ciagiem nieskoficzonym funkcyj mierzalnych,
zbieznym w przedziale I(O < x < 1), to dla kazdej liczby do-
datniej ¢ istnieje zbidr E o mierze zewnetrznej > 1 — ¢, zawarty
w I, i taki, ze ciag f,(x) (n =1,2,...) jest zbiezny jednostaj-
nie w zbiorze E. Autor dowodzi, ze jezeli hipoteza continuum
(2% = Rr,) jest prawdziwa, to twierdzenie to nie jest prawdzi-
wem dla ciggéw funkcyj niemierzalnych. Mianowicie, jezeli
2% = R to istnieje cigg nieskoriczony zbiezny funkcyj f,(x)
(n =1,2,...), ktory jest zbiezny niejednostajnie w kazdym
zbiorze nieprzeliczalnym.

Ob. Sprawozdania Tow. Nauk. Warszawskiego XX, 1928.



Wiadystaw Orlicz (Lwéw)

O przecietnej zbieznosci rozwiniec
ortogonalnych

Treécig referatu jest uogdlnienie znanego twierdzenia Youn-
ga o przecietnej zbieznosci szeregéw Fouriera na ogdlne rozwi-
niecia ortogonalne oraz pewne kwestje z tem zwigzane. Procz
tego podanych jest kilka twierdzen o czynnikach przeprowa-
dzajacych rozwiniecia ortogonalne pewnej klasy funkcyj w roz-
winiecia tejze klasy.

Szczegdlowe wystowienie twierdzen wraz z dowodami znaj-
duje sie w pracy p. t. ,Beitrdge zur Theorie der Orthogonalen-
twicklungen” §§ 2, 3, ogloszonej w tomie I. Studia mathematica
(r. 1929).

N. Bary (Moskwa): Sur la représentation finie des fonctions
continues.

Voir Comptes Rendus 184 (1927), p. 112 et 186 (1928), p. 1414

M. Ruzin (Moskwa): Sur lexistence des ensembles non me-
surables B.



A. Gruzewski (Warszawa): O pewnym zagadnieniu Urysoh-
na.

Stefan Banach (Lwow): 1. O metodzie majorant Cauchyego
w teorji funkcjonatéw.

2. O szeregach funkcyjnych warunkowo zbieznych.

3. Krotki dowdd istnienia wartosci charakterystycznej jgdra
symetrycznego.
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Wiladystaw Nikliborc (Lwow)

O nowych zagadnieniach rachunku
wariacyjnego i zasadzie Hamiltona
w dynamice

§ 1. Niechaj bedzie dany dynamiczny ukltad materjalny o n stop-
niach swobody. Przez gq; oraz g oznaczaé bedziemy - jak zwykle
sie to robi!) - t. zw. uogélnione wspétrzedne wzglednie uogdl-
nione predkosci. Niechaj T oznacza energje kinetyczng ukiadu.
Jezeli warunki wigzace byty holonomiczne?, wéwczas ruch
uktadu jest okreslony réwnaniami rézniczkowemi Lagrangea:

d oT dT
_— = i .:1,2)--~) > 1
TETRER Q; (i n) ¢))

U Por. P. Appell. Traité de Mécanique rationelle. T. I1. (1896). Str. 332
i nast.
2 Zob. np. Whittaker. Analytische Dynamik. Berlin. Springer 1924.

Str. 36.



gdzie Q; oznaczaja t. zw. uogélnione sity>). Zaréwno T jak i Q,
s3 w najogdlniejszym wypadku funkcjami zmiennych ¢, gy, g.
W dynamice rozréznia si¢ dwa zasadnicze wypadki:

a) Funkcje Q; zaleza jedynie od zmiennych ¢, qx, przyczem
istnieje taka funkcja V, zwana potencjatem, ze

v
aqi

Q; = (i=12,...,n),

b) zalozenia poprzedniego przypadku nie sa spelnione.

W wypadku a)), wprowadzajac funkcje L = T — V zwa-
na potencjalem kinetycznym, mozemy réwnania (1) napisa¢
w formie

dodL  dL
dt 8q, aq,

=0 (i=12,...,n). (2)

Wynika stad, ze jezeli oznaczymy przez A pozycje uktadu
w chwili t; za$ przez B pozycje¢ ukltadu w chwili £,, wowczas dla
trajektorji rzeczywistej zachodzi wzor

ty
8| Ldt=0 3)
t

ze wzgledu na wszystkie inne mozliwe trajektorje, zgodne z wa-
runkami uktadu, i przeprowadzajace ukltad z pozycji A w chwili
t; do pozycji B w chwili £,.

3) Np. Whittaker, . c. str. 39.



Zwiazek (3) wyraza dobrze znang zasad¢ Hamiltona, ktéra
mozna wypowiedzie¢ w formie nastepujacej®):

»W dynamicznym uktadzie materjalnym o n stopniach swo-
body, holonomicznym, w ktérym nadto istnieje potencjat kine-
tyczny, rzeczywistq trajektorjg, przeprowadzajgcq uktad z po-
zycji A w chwili ty, do pozycji B w chwili t,, jest jedna z tych
trajektorji, dla ktérej warjacja catki

ty
Ldt (4)

t

jest zerem, przyczem do poréwnania sq dopuszczone wszystkie
trajektorje przeprowadzajgce uktad, z pozycji A w chwili t; do
pozycji B w chwili t, zgodnie z warunkami wigzgcemi”.

W tym wigc wypadku rola réwnan (1) wzglednie (2) moze
by¢ okreslong przez powiedzenie, iz réwnania te sg Eulerow-
skiemi réwnaniami rézniczkowemi, nalezacemi do problematu
warjacyjnego calki (4).

W wypadku b)) réwnania (1) naogét nie s3 réwnaniami
Eulerowskiemi zadnego problematu warjacyjnego® . Rozwaza-
nie tego wiasnie wypadku doprowadzito mie do uogdlnienia
klasycznych problematéw rachunku warjacyjnego takiego, ze:

4) Zob. np. Appell, 1. c. T. IL. Str. 426 i nast. Takze Bolza. Variationsrech-
nung. Leipzig 1904. Str. 554.
5) Appell, 1. c.4). Str. 423-426.



a) dotychczasowe klasyczne problematy warjacyjne bez wa-
runkéw ubocznych beda si¢ zawieraly w tej ogdlniejszej,
sformulowanej przezemnie klasie zagadnien,

b) réwnania (1) beda w kazdym wypadku réwnaniami réznicz-
kowemi, nalezagcemi do jakiego$ uogoélnionego zagadnienia
warjacyjnego w tym sensie, w jakim réwnania (2) naleza
do problematu warjacyjnego (3).

W szczego6lnosci bedziemy potem mogli nadaé zasadzie
Hamiltona nowa forme ogodlniejsza niz dotychczas.

§ 2. W ustepie niniejszym sformulujemy nowa klase zagadnien
w wypadku mozliwie prostym, t. zn. gdy mamy do czynienia
z jedna tylko funkcja niewiadoma, przyczem pod calkg wyste-
puja jedynie pochodne pierwszego rzedu funkcji niewiadome;j.

Niechaj (R) oznacza dowolny obszar ptaski, sp6jny. Oznacz-
my przez () zbiér wszystkich takich punktéw przestrzeni
5-cio wymiarowej zmiennych

IR L
ktorych spotrzedne spelniaja warunki nastepujace:

1° (x,y) oraz (x, ¥) nalezg do (R)
2° —o0 <y’ < +00,—00 < J' < +00.

Oznaczmy przez Py (x1, y1) i P2(x2, y2) dwa dowolne punk-
ty obszaru (R) takie, ze

X] < X3.



Niechaj (901) oznacza zbidr wszystkich funkeji y(x), ktore
majg wlasnosci:
1° sa w przedziale zamknietym klasy (C")®
2° spelniajg warunki

y(x) =y, 7(x2) =2
3° dla kazdego x z [x;, x;] punkt {x, y(x)} lezy wewnatrz
(R).
Niechaj wreszcie dang bedzie funkeja f (x, v, y', 7, 7) okre-
$lona w (T) iklasy (C") tamze. Stawiamy teraz zagadnienie:
»Wyznaczy¢ w zbiorze (IN) takg funkcje y(x), aby dla kaz-
dej innej funkcji tego zbioru zachodzita nieréwnos¢

JANCSIORIOROSIOIE
L7 o0,y (), (0 ()] e

§ 3. Stosujac zwyczajne metody klasycznego rachunku warja-
cyjnego, dochodzimy z fatwoscia do twierdzenia:
»Warunkiem koniecznym na to, aby funkcja y(x) byla roz-
wigzaniem postawionego zagadnienia, jest, zeby spetniata row-
nanie rozniczkowe
d of of _ 0
dx 0y’ 93y

>

6) Co do tego okreslenia zob. Bolza: ,Variationsrechnung’}, str. 13.



przyczem pochodne czgstkowe % oraz g )Jj, majg by¢ obliczone

dla argumentéw

%, y(x), (%), y(x), ¥ ().

7 powyzszego twierdzenia wynika, Ze postawione zadanie
bedzie naogét mialo rozwigzanie i to naogét w tym samym
stopniu 0ogdlnosci, jak w najprostszem zadaniu klasycznem.

§ 4. Rzecz oczywista, ze mozna rozwaza¢ analogiczny proble-
mat z n funkcjami niewiadomemi. Uméwmy sie¢ dla krétkosdci
oznaczaé punkt 4n + 1 wymiarowej przestrzeni zmiennych

! I - - =/ =/
xyy])---)ynsyly-~-7yn)y1,.-.,yn,yl,...,yn

przez (x, yi, ¥, ¥i» ;) i analogicznie punkt n + 1 wymiarowej
przestrzeni zmiennych

krotko przez (x, y;).

Niech bedg dane dwa punkty A(x,yfl)) oraz B(x,yfz))
przestrzeni n + 1 wymiarowej. Pomijajac zalozenia mozemy
postawi¢ zadanie:

»W zbiorze uktadéw funkcji {31(x), ..., y.(x)} spetniajg-
cych warunki

7i(x) =y

Fie) =y (i=12...n)



wyznaczy¢ taki uklad szczegdlny {y\(x),..., yn(x)}, aby dla
kazdego innego uktadu {y,(x), ..., y.(x)} z tego zbioru zacho-
dzita nierowno$éé

L7 ey, p100, 51 (0, ) 2
L7 5100, 510,310 i)

gdzie f oznacza dang funkcje punktu przestrzeni zmiennych

(% yis Y3 7> 7).
Z tatwo$cig mozna stwierdzié, ze jesli uktad {y(x),...,
yn(x)} jest rozwigzaniem postawionego zadania, to spetnia

uktad réwnan rézniczkowych

d of of

dx 0y 9y;

(5)

=0 (i=1,2,...,n). (6)

§ 5. W ustepie tym zmienimy oznaczenia, ktadac
x =t yi=di, ¥i=di> Ji = Gi> Ji = qi- ™)
Niechaj bedg dane funkcje
T(q-i) éi) t)’ Q(q-ia q:ia t)) cee Qn(éi, éia t)
Potézmy
(641415 i>4i) = T(Gi> 4i» t)

n _ 8
IR RICEN ®
=1



i sformulujemy dla tej funkeji f zadanie, podane w ustepie
poprzednim.

Mamy wiec dane dwa punkty A(#, qgl)) B(ts, qu)) oraz
zbiér wszystkich uktaddw funkeji {q; (), . .., . (¢) } takich, ze

di(t) = q“)
Gi(h)=q® (i=12...,n).

Chodzi o znalezienie takiego szczegélnego ukladu funk-
Gi{qi(t),...,q.(t)} wtym zbiorze, aby dla kazdego innego
ukladu {q(¢), ..., g, (¢)} zbioru zachodzita nieréwnoé¢

[ 0,0, a0, a0 dr >
[ a0 0.0, a0 e
czyli w tym wypadku z uwagi na wzér (8) nieréwnosé
[ 0.0,
+kilok[qim,é,-(t),thk(t)—qkwu}dtz ©)

ftlfz T[q:i(),qi(t), t] dt



Warunki konieczne na funkcje g;(t), t. zn. réwnania (6)
przybiora ze wzgledu na oznaczenia (7) forme:

przyczem pochodne % oraz W nalezy obliczy¢ dla argumen-
tow

t,qi(t),q4i(t), qi(t), qi(1).

Z uwagi na to oraz na wzor (8) rownania te przybiora postaé

d aT AT _

40T 0T _n  (kova... 10
dt og, 04y ( ") (10)
Tutaj pochodne .T , aaqT oraz funkcje Qj maja by¢ okreslo-

ne dla argumentéw

t.qi(1), qi(1).

§ 6. Réwnania (10) tylko symbolistyka réznig si¢ od réwnan
(1) a w gruncie rzeczy sa z niemi identyczne. W ten sposob
stwierdzamy, ze kazdy ukiad réwnan ksztaltu (2) nalezy do
problematu, okreslonego nieréwnoscia (9).

A zatem

»Kazdy uktad rowna# rézniczkowych Lagrangea nalezy do
pewnego »uogdlnionego« problematu warjaryjnego, a mianowi-
cie do problematu, wyrazonego nierdwnoscig (9)”



Fakt ten prowadzi nas do nadania zasadzie Hamiltona na-
stepujacej ogolniejszej formy:

»W kazdym dynamicznym ukladzie materjalnym o n stop-
niach swobody, holonomicznym, rzeczywistq trajektorjg, przepro-
wadzajgcg uktad z pozycji A w chwili t; do pozycji B w chwili t,,
jest jedna z tych trajektorji q; (t), dla ktdrej spelnione sq warunki
konieczne na to, aby zachodzita nieréwnos¢

[ {rta.ao. 1

1

" kzri: Quldi (1), 4i (1), t].[ax(t) - qu(£)]} dt >
[tltz T[qi(t),4:i(t), t] dt.

przyczem do poréwnania sq dopuszczone wszystkie trajektorje
qk (t), przeprowadzajgce uklad z pozycji A w chwili t; do pozycji
B w chwili t, zgodnie z warunkami wigzgcemi’”.

Czytelnika interesujacego sie blizej temi kwestjami odsyla-
my do naszej pracy p. t. ,Sur une nouvelle classe des problémes du
calcul des variations” w »Annales de la Société Mathématique
Polonaise«.



Kazimierz Abramowicz (Poznan)

O przeksztalceniu funkcyj
automorficznych wielu zmiennych

(Streszczenie)

Zadanie, podane przez Poinecarégo w rozprawie: Sur les
fonctions fuchsiennes et l'arithmétique o przeksztalceniu funk-
cyj Fuchsa, moze by¢ uogélnione na funkcje automorficzne wie-
lu zmiennych. W przypadku funkeji automorficznej f(x;, x2,

..»Xy) 0 nzmiennych x1, x,, . . ., X,,, nalezacej do grupy nie-
ciaglej G, zadanie bedzie polegato na wyznaczeniu warunkéw,
przy ktorych istnieje zalezno$¢ algebraiczna miedzy funkcja f
i funkcja przeksztalcong za pomoca pewnego podstawienia S,
nie nalezacego do grupy G. Naogoét nie dla kazdej funkgji auto-
morficznej f istnie¢ bedzie takie podstawienie S, dla ktérego
zachodzi¢ bedzie wspomniana zalezno$¢ algebraiczna; bedzie
to zachodzilo tylko wyjatkowo dla poszczegélnych funkeyj,



i pierwszym celem bedzie wyznaczenie tych funkcyj, dla kté-
rych zadanie o przeksztalceniu jest mozliwe. Zadanie nasze
mozemy sformutowac tak:

jakq ma by¢ grupa nieciagta G funkcji automorficznej f(x;,
X2,...,Xpn) 0 nzmiennych x1, x5, . .., X,,, azeby istniata grupa
ciagla g, ktorej kazde podstawienie S po zastosowaniu do funk-
cji f daje nowa funkcje, zwigzang z poprzednia zalezno$cia
algebraiczng.

Bierzemy pod uwage grupy t. z. kwadratowe i grupy linjo-
we lub hyperfuchsowe. Co do grup kwadratowych okazujemy,
ze twierdzenie Poincarégo o przeksztalceniu funkcyj fuchso-
wych arytmetycznych rozciaga si¢ na funkcje nalezace do gru-
py kwadratowej o spotczynnikach catkowitych wymiernych.
W przypadku funkcyj hyperfuchsowych podajemy metode,
ktéra pozwala wyznaczy¢ przypadki, w ktorych istnieje funkcja
hyperfuchsowa f, jak réwniez i grupa ciagta g, ktdrej kazde
podstawienie zastosowane do funkeji f daje nowa funkeje, zwia-
zang z poprzednig zalezno$cig algebraiczng.

Metoda opiera si¢ na badaniu punktéw statych grupy hyper-
fuchsowej G, co do ktérych dowodzimy twierdzenie, ze punkty
te pozostaja bez zmiany przy podstawieniach grupy ciagtej g;
twierdzenie to prowadzi do wyznaczenia grupy G.



Franciszek Leja (Warszawa)

Sur la frontiére du domaine de
convergence des séries entieres doubles

1. Le but de cette communication est d'indiquer une certaine
propriété des points de divergence d’'une série entiére double

> awxy’, )
u,v=0

concernant la répartition de ces points sur la frontiére du do-
maine de la convergence absolue des séries (1). Tout d’abord je
vais démontrer uu théoréme concernant les séries simples

oo
Y apxt, v=0,1,2,...
u=0

formées par les différentes lignes de la série (1) et ensuite je
donne une application de ce théoréeme pour le but indiqué.



2. Appelons ensemble d'unicité chaque ensemble (E) des
points du plan complexe tels que, si deux séries entiéres simples
Y a,x¥ et Y. b,x" convergent et prennent les mémes valeurs
en chaque point de (E); ces séries sont toujours identiques.

Théoréme. Siune série entiére double (1) convergel) aux points
(x0, y), o1t x¢ est fixe et y parcourt un ensemble dunicité (E),
toutes les lignes de cette série

Z awxo, v=0,1,2,...

convergent au point x,.?)

Démonstration: Sans nuire a la généralité on peut supposer
que x = 1. Posons

“

()
D aij =0y
i-0

et
. ()=ii =0+ a4 vy @)
wly) =, aijy Op ' ytrtoy’y

D Au sens de M. Pringsheim, v. Pringsheim: Vorles. iib. Zahlenlehre,
Leipzig 1916.

2 On sait, qu'une série double peut converger sans qu'une seule ligne
de cette série soit convergente.



et supposons que la suite double (2) des sommes partielles de
la série (1) converge

suv(y) = s(y) ®3)

pour p et v — oo dans un ensemble d’unicité (E) des y.
Je dis d’abord que chacune des suites simples

o6, e, s =012, (4)
est bornée. Eu effet, étant

suv(¥) = sup-1(y) = (V)}’ -0
pour u et v — oo et pour chaque y appartenant a (E) on voit
que, y étant fixé, il existe un indice p tel quon a
|0#v) "|<1, pourv>petyu>p,

donc toutes les suites (4) pour lesquelles j > p sont bornées.
Soient yg, y1,...,yp, p + 1 points de (E) différents entre
eux”. D’apres (2) et (3) il existe un indice g > p tel quon a

08 + oDy + w0y = s(y)] <1,

pour y et v > g et pour chaque y = ¥, 1, ..., y,. Il sen suit
que la suite
(0)+0 Y+ (p)y, u=0,12,...

%) TLensemble (E) est, comme on sait, toujours infini.



est bornée pour y = yo, y1,..., ¥, et, par conséquent, les suites
(0) (1) (p). -
Oy 50, 5.0, p=0,12,...

sont bornées.
Supposons maintenant que les suites (4) ne soient pas co-
nvergentes et que, en particulier, on ait

©

O'pk ap et Uq(,?) g b() % agp

pour k — oo, ol p1, pz,... et 41,4z, . .. désignent deux suites
croissantes des nombres naturels. Posons

aéi) = algé) et aéi) = s,%); k,j=0,1,2,...

La suite simple olgé), k =0,1,..., étant bornée quel que soit j,

on peut tirer de la sgite 0,5(1)) k =0,1,..., une suite partielle, que
je désignerai par UIE{ ) convergente vers une limite a,; désignons
par alg), k =0,1,..., la suite partielle de U]E]), k=01,...,

0
y (1 : . . 2
correspondante a 0,51) et tirons maintenant de la suite O']EI) une

. . . i (2)
suite partielle, qui sera désignée par o,,”, convergente vers une

limite a, et ainsi de suite.



On a ainsi construit pour chaque j une suite des suites sim-
ples suivantes

oiD,0P,.. 0D
0(51]), Ul(lj), ey UIE{)

dont chacune est partielle par rapport a la suite précédente et
dont celle qui se trouve dans la (j+)-me ligne converge vers a;.

Il sensuit que la suite diagonale algi), k=0,1,2,... converge,
elle aussi, vers a;

pour tous les j =0,1,2,...

Pareillement, on peut tirer de la suite simple o,,, k = 0,1, 2, ..
une suite partielle, que je désignerai par s}(cjk), k=0,12,...,
convergente pour chaque j = 0,1,2,... vers une limite b;

()

Sig —— b

k— o0 ]

dont by est spécifié plus haut et différe de aj.
Cela posé, je dis que les deux séries entiéres simples

(Il()+(11y+(12y2+...
i (5)
b0+b1y+b2y +...



convergent et quelles prennent les mémes valeurs en chaque
point de lensemble (E). En effet, les deux suites simples 0,5{(),

k=0,1,2,... et s,(cjl;), k=0,1,2,... étant partielles par rapport

a la suite oﬁj), (p=0,1,2,..., posons

oD =0D et D=0 k=012

Les nombres naturels o et 3 croissent avec k vers infini et,
lorsque k et v — oo, on a, d’apreés (3)
0 1
S = O + 08y + o+ 050y > s(y)

SRy = aéf) + algi)y oot aé:)y" - s(y)

pour chaque valeur de y appartenant a lensemble (E); mais,
comme pour k — oo
ao(c{) - aj, aﬁgi) -b

i i=012,...,

il sensuit que
> aiy =3 by

en chaque point de (E), donc, (E) étant un ensemble d’unicité,
les séries (5) doivent étre identiques et, par suite, on a ag = by.
Le théoreme est donc démontré.



3. Désignons par (F) la frontiére du domaine de la conver-
gence absolue de la série double (1). Cette frontiere peut, comme
on sait), étre représentée par deux équations de la forme

Iyl =o(lx]), 0<|x|<R (6)
|x|=R. 0<[y[<@(R) (7)

ou, dans certains cas, par l'une delles seulement™, ces équations
ayant la signification suivante: Si un point (xo o ) satisfait a une
de ces équations, cest-a-dire s'il est situé sur la frontiére (F),
la série (1) converge absolument en chaque point (x, y) pour
lequel |x| < |xo| et |y] < [yo| et, en méme temps, elle diverge
absolument en chaque point (x, y) pour lequel |x| > |xo| et

1y > [yol-
Posons

F=C+D

ou C désigne lensemble des points de convergence (absolue
ou non) de la série (1) situés sur F et D désigne lensemble des
points de divergence. La structure de ces deux ensembles nest
pas encore connue et le théoréme démontré plus haut permet
déclaircir un certain détail de ce probleme difficile.

4) V. E. Hartogs: Dissert. Miinchen 1904, ou Math. Ann. t. 62, 1906.
F. Leja: Séries ent. doubles et multiples, Prace mat. fiz. t. 33,1925.

%) Léquation (7) doit disparaitre si ¢(R) = 0 ou si R = co; au contraire,
léquation (6) doit disparaitre si ¢(R) = co. La fonction non negative ¢(t)
est toujours non croissante et continue.



Remarquons que, dans le cas des séries entiéres simples
dans lequel F représente une circonférence, les ensembles C et
D peuvent contenir des points isolés dans lensemble F®). Or, le
cas des séries entiéres doubles est différent. Je vais notamment
prouver que:

1°. Les points de divergence de la série (1)
situés sur la partie de (F) ne peuvent (8)

pas étre isolés dans lensemble (F).

En effet, supposons que la série

> awxty’, )

v

diverge au point (xg ) situé sur la partie (8) de (F) et que ce
point soit isolé par rapport a (F). Il existe donc un voisinage

ly=yol<d )

tel que la série (1) converge en chaque point (x¢0), ot y # yo
appartient a ce voisinage. Or, chaque voisinage forme un ensem-
ble d’unicité donc toutes les lignes Z;io auyxt,v=0,1,2,...

de la série (1) convergent, d’aprés notre théoréme, au point x,.

®) Le probléme de la structure des ensembles C et D dans le cas des
séries simples nest pas encore élucidé complétement. On sait seulement que
lensemble C doit étre uu F, s [v. W. Sierpinski: Fundamenta Math. t. 11, 1921
p- 41].



Soit y’ un point du voisinage (9) tel quon ait [y’'| > |yo|; la
série (1) converge au point (xoy") et ses lignes convergent au
point xy donc, d’aprés un théoréme de M. Hartogs”, la série
(1) converge en chaque point (xgyo) ou |y < |y’| et, par suite,
elle converge au point (xgyo) contrairement a 'hypothése. La
proposition est donc démontrée.

Cette propriété des points de divergence semble étre sur-
prenante parce que les points de convergence se comportent
autrement. Je vais donner lexemple suivant:

2°. Exemple d’une série double ayant sur la partie (8)

de (F) un point de convergence isolé dans lensemble (F).

Soient
Yauxt, Y by (10)
deux séries simples dont le rayon de convergence est = 1. Suppo-

sons que la premiere delles diverge partout sur la circonférence
|| = 1 mais de sorte que les sommes partielles

d .
su(x) =Y aix’, p=0,12,...
i=0

soient bornées au point x = 1 et non bornées en tous les autres
points de la circonférence |x| = 1.8

) Dissert. p. 22.
8) Lexistence d’une telle série résulte des recherches de M. Neder: Dissert.
Goéttingen (1919).



La seconde des séries (10) peut étre quelconque pourvu
quelle sannule au point y = % sans sannuler ailleurs.
Cela posé, considérons la série double suivante

Z auyxty” = agby + ajbox + abox? +...

v
+aoby + aibixy + azblxzy +...
+ aobzyz + albzxyz + a2b2x2y2 +...
+oenn

oulon a

auy = ayb,.

Les sommes partielles de cette série ont la forme suivante

suv(xy) = (ﬁ:aixi)(i bjyj) (11)
i=0 j=0

donc les équations (6) et (8) de la frontiére (F) de notre série
sont

ly[=1 0<[x[<1 (6)
Ix|=1, 0<|yl<1, (7)

dou Ton voit que le point (x, y) = (1, 3) est situé sur la partie
(7) de (F). Or, en vertu des hypothéses faites sur les séries
(10), la suite double (11) converge au point (1, % et diverge en



tous les autres points de la partie (7) de (F), donc le point de
convergence (1, 1) est isolé dans (F).

Ajoutons qu’il est probable que la proposition 1° démon-
trée pour les points situés sur la partie (7) de (F) peut étre
étendue aux autres points de divergence situés sur (F), mais la
démonstration de ce fait semble étre beaucoup plus difficile.

Streszczenie. Celem tego referatu jest dowod podanego
nizej twierdzenia i zastosowanie tego twierdzenia do pewnej
wlasnosci brzegu obszaru bezwzglednej zbieznosci szeregéw
potegowych podwojnych.

Nazwijmy zbiorem jednoznacznoéci kazdy zbiér (E) punk-
tow plaszczyzny majacy te wlasnos¢ ze, gdy dwa szeregi potego-
we pojedynicze Y. a,x” 1Y b,x" s zbiezne w kazdym punkcie
zbioru (E), to szeregi te sg identyczne.

Twierdzenie: Jesli szereg potggowy podwdjny

Z ayvxﬂyv (1
u,v=0

jest zbiezny w punktach (x, y), gdzie x jest state zas y prze-
biega pewien zbidr jednoznacznosci (E), to wszystkie wiersze
Z:’:O auvxly, v=0,1,2,... szeregu (1) sq zbiezne.

Brzeg (F) obszaru bezwzglednej zbieznoéci szeregu potego-
wego (1) mozna, jak wiadomo, przedstawi¢ dwoma réwnaniami



postaci

Iyl = o(|x]), gdzie0<|x|<R 2
x| =R, 0<[yl<o(R), (3)

z ktérych pierwsze przedstawia na plaszczyznie dwoch zmien-
nych rzeczywistych |x| i |y| krzywa ciagly i nierosnaca, drugie
za$ przedstawia prosta, réwnolegty do osi |y|. Z pomocg po-
przedniego twierdzenia mozna dowie$¢, Ze:

Punkty rozbieznosci szeregu (1), lezgce na czesci (3) brzegu
(F) nie mogg by¢ izolowane w zbiorze punktow brzegu (F).

By¢ moze, ze wlasnos¢ ta daje si¢ rozszerzy¢ na punkty
rozbieznodci, lezace na czesci (2) brzegu (F), dowodu na to
jednak poda¢ nie umiem. Dodaje jeszcze, ze punkty zbieznosci
szeregu (1) lezace na brzegu (F) nie posiadaja powyzszej wla-
sno$ci; mozna fatwo poda¢ przyklad takiego szeregu (1), ktéry
jest zbiezny w jednym tylko punkcie, lezagcym na brzegu (F),
a rozbiezny we wszystkich innych punktach tego brzegu.



P. Sergescu (Cluj)

Sur les modules des zéros de Iquation du
troisiéme degré

On connait plusieurs théorémes relatifs a la répartition des
zéros de la dérivée d’'un polynome dont on connait les zéros.

M. Kakeya a démontré que si dans un cercle de rayon Ril y
a deux zéros d’un polynome de degré n, le cercle concentrique
de rayon R/sin 7 contient au moins un zéro de la dérivée.

M. M. Biernacki a établi que: si dans un cercle de rayon R,
ilya (n —1) zéros d'un polynome de degré n, le cercle concen-

trique de rayon Ry/1+ < contient n — 2 zéros de la dérivée.

D’aprés M. Fekete: si A et B sont les affixes de deux zéros
d’un polynome de degré n, il y a un zéro de la dérivée, au moins,
alintérieur des segments de cercle dou lon voit AB sous l'angle
%. (Dans le cas de Iéquation du 3° degré, ce domaine revient
au cercle de diamétre AB).

Enfin, daprés MM. Gréce et Heywood, si A et B sont les
affixes des zéros d’un polynome du n°® degré, le cercle de centre



A+B et de rayon A— cotg = contient au moins un zéro de la

derlvee. Citons encore les beaux travaux de MM. P. Montel et
Walsh.

Les démonstrations de tous ces théorémes exigent des con-
naissances qui dépassent le domaine de l'algebre. Nous croyons
que lon peut trouver ces limitations par des voies élémenta-
ires, en considérant succéssivement des polymones de degrés
croissants.

Pour le second degré, il est évident que le zéro de la dérivée
est au milieu du segment qui unit les affixes des deux zéros du
polynome.

Pour le troisiéme degré, on a le théoréme suivant:

Théoréme 1. Soient O, A, B les affixes des trois zéros d'un po-
lynome du troisiéme degré, ott OA < OB. Ily a un zéro de la
dérivée dans le cercle de centre O et de rayon f A et un autre a
Textérieur du cercle de centre O et de rayon %. Les limites sont
atteintes. De plus, le premier zéro de la dérivée est du méme coté
que A par rapport a la bissectrice de langle BOA; et le second
zéro est du méme coté que B par rapport a la méme bissectrice.
(On sait que, d’apres le théoréme de Lucas-Gauss, tous les zéros
de la dérivée se trouvent a I'intérieur du triangle OAB).

On sassure aisément que ce théoréme nest pas contenu
dans les théorémes énoncés plus haut. (Au commencement de
mes recherches, javais supprimé le facteur —= dans la premiere

partie du théoreme; M. Biernacki m’a attiré lattentlon que dans



ce cas on navait plus qu'une conséquence du théoréme de M.
Fekete).

La démonstration repose uniquement sur la représentation
graphique des quantités imaginaires.

Supposons, pour simplifier Iécriture, que O est a lorigine.
On a, entre les racines « et 5, daffixes A et B, de Iéquation, et
les racines m et k, d’affixes M et K, de la dérivée, les relations
suivantes:

2 1
m+k:§(¢x+ﬁ), mkzgocﬁ
ou encore:
1 1 1 1 1 1 1
—+—=2l-+=], —=--—. )
m k a f mk 3 af
Posons, pour simplifier [écriture: a = 1,

OR< ] % =p, % = g, d’affixes P et Q.
La relation 3mk = a3 entraine

7 = p» daffixe R, avec

argm +argk = arga + arg 8
«MOA = «BOK.

Les points M et K étant a l'intérieur du triangle OAB, (en
vertu du théoréme de Lucas-Gauss), il sensuit qu’ils sont sépa-
rés par la bissectrice de 'angle BOA. Pour fixer les idées, suppo-
sons que M est du méme coté de cette bissectrice que le sommet
A. Les points P et Q sont compris dans 'angle AOR et lon a:

<AOP = «<QOR < 4« AOQ.



Je dis que, dans ces conditions, on a, nécéssairement:
OP > /3.
En effet, les relations (1) sécrivent aussi:
(OP) +(0Q) =2[(OA) + (OR)], OP.0Q =30A.0OR.

Soient: S le point 2(OR) + 2 et T le point 2(OR). La pre-
miére relation (2) donne QS = ||OP. Donc les angles QST et
QOT sont égaux. Comme OT = 20R et TS = 2, il sensuit
0Q < QS (car OR<1).

3

- e -

Menons la bissectrice de I'angle OT'S, qui coupe OQ et QS
respectivement en E et F. Par E, menons EH paralléle a FS.
On a:

TH =0T =20R, QE-=QF.



Or, dans les triangles semblables THE et TFS, on a:
EH _FS_OE _FS
TH TS 20R 2
OQ+QE QS-QF _ \/OP.OQ . QE[OP-0Q - QE]
OR 1 OR OR

car QE = QF et QS = OP. La seconde relation (2) donne

OP.O
TQ = 3. D autre part:

OP-0OQ-OE=0OP-EH=QS-EH>FS—-EH>0.

Donc:

P-QE
%z\/& OP > /3.

On tire immédiatement, de (2):

0Q </3.0R.
1l sensuit:
OA OB
OM<—, OK>—
V3 V3

ce qui démontre la premiére partie de Iénoncé.

Les limites sont atteintes quand OB = OA. En effet, consi-
dérons léquation x> — e?®x = 0, ot OA = OB = 1. Iéquation
dérivée a les racines + - ¢'?, dont les modules sont bien —L-.

V3 V3



Dong, en supposant O et A fixes et le point B mobile dans
le plan, avec OB > OA, Iéquation dérivée a toujours une racine
alintérieur du cercle de centre O et de rayon \[ 2 et une racine
a lextérieur de ce cercle. On a ainsi une séparation des racines
de la dérivée.

Le fait d’avoir supposé M du méme coté que A par rapport
a la bissectrice de I'angle BOA, démontre la troisieme partie de
Iénoncé. Le théoréme est donc complétement établi.

Remarque. Les relations entre les sommes m + k et & +
montrent que MK passe par le centre de gravité du triangle
OAB. Le fait appartient, dailleurs, au théoréme de Lucas sur les
points centraux (Bulletin de la Soc. mathématique de France.
Tome XX pag. 10 et 17) car M et K sont des points centraux.
Cf. a ce point de vue ma note: Sur les points centraux, dans le
Bulletin de la Société des Sciences de Cluj Tome I, pag. 524.

Conséquences. Supposons OA < AB < OB. On peut appli-
quer le théoréme 1 aux sommets O et A. Donc: 'affixe M d’'un
zéro de la dérivée se trouve a I'intérieur du polygone curviligne
formé par les bissectrices des angles O et A, la droite OA, les
cercles de rayon O—‘: et de centres O et A. Laffixe K du second

zéro de la dérivée est a lextérieur du cercle de centre O et de

0B
rayon =

Si le point B vient sur l'axe réelle, on a une précision du
théoréme de Rolle: OAB étant les trois racines réelles d'une
équation du troisieme degré, avec OA < AB < OB, les deux



zéros M et K de la dérivée se trouvent: 1) dans 'intervalle CD

Y OC = 1 _ 04 " OF - OB
ou OC = OA(1 \/g)et OD = \/getZ) dans EB ou OE = 7
Théoréme 2. Soient O, A, B, les affixes des trois zéros d'un poly-
nome du 3° dégré et M et K les affixes des zéros de la dérivée. Si
OB > OAV/3, on a une séparation analogue a celle du théoréme
de Rolle:

OM < OA<OK<OB.

Mais, pour le cas o1t OA < OB < OA\/3, il se peut que OM et
OK soient plus petits que OA et donc lanalogie indiquée cesse.

En effet, daprés le théoréme 1, ona OM < ?/4 et OK > 315

Dong, si OB > OA\/§, ona OK > OA et OM < OA,
c.f.dq
Pour le cas OB < OA+\/3, prenons comme exemple [équation:

3x> +2x2 —5x =0

dont les racines sont 0, 1, —%. OB = g, OA =1. Donc OB = 1,67
OA < OA\/3, mais trés rapproché de cette valeur. La dérivée a
les zéros —1 et g. Donc OK =1 cesse détre supérieur a OA. Dés
que OB < % et OA =1, on a pour le cas particulier des racines
réelles et de signe contraire OK < OA. On peut le vérifier
immédiatement.



Applications du théoreme 1. Considérons la famille norma-
le de polyndmes de troisiéme degré:

f(x) = ap+ a1x + arx* + azx’> = 0

ot |f(x)| < M pour |x| < R. Quel est le module minimum de la
plus petite racine, différente de lorigine, de léquation f(x) = ay?
Ce probleme est analogue a la question que jai étudiée pour
Iéquation trindme, dans les C. R. de Académie des Sciences
de Paris, séance du 23 Novembre 1925, pag. 762.
Comme

[f (%) = aol <|f(x) +[aol < M +ao| =

on peut supposer, sans restreindre la généralité, ap = 0.

Jai démontré dans une note antérieure des C. R. séance
du 4 Aoat 1924, pag. 322, que, si |f(x)| sont bornés dans le
cercle |x| < R, alors |f'(x)| sont bornés dans le cercle |x| < ®R
ou ® < 1. Par conséquent, les dérivées forment une famille
normale dans le cercle de rayon ®R. Si |f(x)| < M’, on a dans
le cercle de rayon R (loc. cit. pag. 323) :

R M2 M - |f(a)
= laf?

f' (@) <

et donc, dans le cercle de rayon ®R:

MI

If' (x)] < R(-07) =K



Dans notre cas f'(0) = a;. Alors le théoréme de M. Landau
(The Tohoku Mathematical Journal T. V, 1904, pag. 104) donne
le module minimum (o) des zéros de f'(x)

o]

S |Ll]‘®R _ |01|R2®(1—®2)
- K M’ '
Cela a lieu, quelle que soit ® < 1. Prenons donc pour © la

valeur % qui donne le maximum de ®(1 - ©?). On a:

2|a1|R2
o] > SEU
3v/3M’

Mais, si f(x) est un polyndme du troisiéme degré, le théo-
réme 1 montre que:

<04 _ P

V3 3

ou A estle zéro de f(x) le plus rapproché de lorigine et différent
delle. 11 sensuit:

2 |a;|R?
> p—
3 M
et, si lon revient & ag # 0:
2 |a)|R?
3M+ |a0|

Clest la limitation cherchée au début de ce paragraphe.



Dans le cas ol a = 0, on a une équation trindme étudiée
aux C. R. 23 Nov. 1925 pag. 763, pour p = 1, n = 3. La limite
trouvée dans cette note donne:

|a1|R2 2
M+ |(10| 3

Elle est meilleure, pour ce cas particulier, que la limite
générale, que nous donnons dans la présente note.
Sia; # 0, ay # 0 les résultats de léquation trindme donnent:

, 4 |aa|R?
9M +lao|

* % %

On peut étendre des considérations analogues pour le cas
ou f(x) est un polynome du quatriéme degré. Si O et A sont les
affixes de deux zéros de f(x), le théoréme de Grace Heywood
exige qu’il y ait un zéro de la dérivée dans le cercle de diametre
OA. Cest a dire, silon désigne par O et q les plus petits modules
des zéros de léquation :

f(x) =ao+ax + a2x2 + a3x3 + a4x4 =a

et par ¢ le module minimum des zéros de la dérivée, sous la
condition |f(x)| < M pour |x| < R, on a:

g<p



Mais nous avons montré que:

2|a;|R?
o> ——.
3V/3(M + |ag|)
Dong, on a finalement, dans ce cas:

p N 2 ale
"33 (M +aol)



D. Menchoff (Moskwa)

Sur la représentation conforme des
domaines plans

Supposons qu’il existe une correspondance biunivoque, bi-
continue et directe! entre les points de deux domaines D et Q,
situés respectivement dans les plans des variables complexes z
et w. Soit w = f(z) la fonction qui effectue cette correspondan-
ce. M. Harald Bohr a démontré le théoreme suivant:

Lorsquen chaque point z du domaine D la limite

fz+h)-f(2)
h

lim

h—0

U On dit qu'une correspondance biunivoque et bicontinue entre les
points de deux domaines plans D et Q est directe, lorsque deux contours
fermés simples quelconques, situés respectivement dans ces deux plans et
formés de points qui se correspondent mutuellement, sont parcourrus dans
le méme sens.



existe et posséde une valeur finie non nulle, la fonction f(z) est
holomorphe a lintérieur du domaine D).

On peut donner une généralisation de ce théoréme. Nous
introduirons a cet effet la notation suivante:

Soit t un rayon rectiligne issu d’'un point z et situé dans le
plan du domaine D. Nous désignerons par

fz+h) - f(2)

lim (¢) ’

h—0

la limite de

fz+h) - f(2)
h

lorsque h tend vers zéro de fagon que le point z+h reste toujours
sur le rayon t.

Le théoreme de M. H. Bohr peut étre généralisé de la facon
suivante:

Théoréme. Les domaines D, et la fonction f(z) ayant la
méme signification que plus haut, supposons que chaque point z
du domaine D, sauf peut-étre un ensemble fini ou dénombrable,
est lextrémité de trois rayons rectilignes t;, i = 1,2, 3, situés sur
trois droites différentes et tels que les trois limites

flz+h) - f(2)
h

lim (t,‘)
h—0

2) Harald Bohr, Mathematische Zeitschrift, t. 1, 1918, p. 403.



existent et possédent la méme valeur finie.
Dans ces conditions la fonction f(z) est holomorphe a lint-
érieur du domaine D.

Dans Iénoncé de ce théoréme le nombre ,,trois” de rayons
t; est minimum, comme le montre lexemple suivant:

, m
f(z) =x+ye'", z=x+iy, 0<a<5.

3) Cette valeur peut étre égale & zéro.



Mieczystaw Biernacki (Paryz)

O pewnych uogdlnieniach zasady zmiany
argumentu Cauchy’ego

Wedlug Cauchyego zmiana argumentu funkcji meromor-
ficznej zmiennej zespolonej wzdtuz krzywej zamknietej C jest
réwna roznicy miedzy liczbg zer i biegunéw funkcji zawar-
tych wewnatrz krzywej C, pomnozonej przez 271. Odpowiednie
zastosowanie tej zasady pozwala czesto na okreslenie liczby mi-
nimalnej pierwiastkéw réwnan algebraicznych zawierajacych
dowolny parametr a znajdujacych si¢ wewnatrz krzywej C.

W pewnych wypadkach zasada ta pozwolita otrzyma¢ naj-
lepsza mozliwa warto$¢ owej liczby minimalnej.



Mieczystaw Biernacki (Paryz)

O zwiazkach pomiedzy zerami funkcji
calkowitych rzedu skonczonego i zerami
ich pochodnych.

Wedlug twierdzenia Laguerre’a, uzupetnionego przez Bo-
rela, gdy funkcja catkowita rzeczywista rodzaju skoficzonego
p ma wszystkie zera rzeczywiste, pochodna jej moze mie¢ co-
najwyzej p pierwiastkéw zespolonych. Gdy funkcja nie jest
rzeczywista, twierdzenie to naogét juz nie zachodzi, wszelako
mozna dowies¢, ze pod pewnymi bardzo ogdlnymi warunkami
zera pochodnej zageszczaja si¢ wylacznie wzdluz osi rzeczy-
wistej. Mozna podac¢ przyklady funkcji, dla ktorych i ostatnio
wymienione twierdzenie nie jest prawdziwem.



Feliks Burdecki (Wagrowiec)

Formuly Archimedesa na 7

(Die Formeln des Archimedes fur )

Wenn wir die Seite des gleichseitigen dem Kreise einbe-
schriebenen m-Eckes durch a,, bezeichnen und den Radius
des Kreises gleich 1 nehmen, so erhalten wir

Aym = 2—\/4—afn (1)

Die Methode des Archimedes der Berechnung von 7 beruht,
wie bekannt, auf der iterativen Anwendung der Formel (1).
Wenn wir mit f(x) die Iteration der ,,i’-ten Ordnung von f(x)
bezeichnen, erhalten wir demnach

7= lim m.2" " f,(an)
n—oo

wo f(x)=V2-V4-x2



Im besonderen haben wir
firm=4, m= lim 2""f,(\/2)
firm=6, m=3lim 2"f,(1) 3)
n—oo

firm =10, 7=5 lim 2" f,(*537)
n—oo

f(x)=V2-V4-x2



E. Zylinski (Lwow)

O postepach i zagadnieniach
aksjomatyki algebry

Abstrakeyjne pojecia grupy, pierscienia, pola, pola wymier-
nego, pola rzeczywistego itd. nastreczajg caly szereg zagadnien,
z ktérych pewne daja si¢ postawi¢ dla kazdej wogdle teorji
aksjomatycznej, inne za$ posiadaja charakter specjalny. Celem
odczytu jest zwrdcenie uwagi na kilka takich zagadnien, roz-
wigzanych lub jeszcze nierozwigzanych.



E. Zylinski (Lwow)

O pewnem twierdzeniu algebraicznej
teorji liczb

Chodzi tu o nowe, w wielu wypadkach wygodne w zastoso-
waniu kryterjum pierwotnosci poszczegélnej liczby w prostem
algebraicznem rozszerzeniu pola wymiernego.



Stanistaw Mazur (Lwéw)

O cialach algebraicznych nieskonczonych

Twierdzenie 10. Gdy & oznacza dang liczbe porzgdkowg, to
istnieje ciato algebraiczne mocy Rg.

Twierdzenie 11. Gdy & oznacza dang liczbe porzgdkowg, to
zbidr wszystkich typow ciat algebraicznych mocy Ry jest mo-
cy 2%,



Leon Lichtenstein (Lipsk): O zastosowaniach metody Fouriera
do réwnan rézniczkowych typu hyperbolicznego.
Ob. Journ. f. Math. 158, str. 80-91.

Wiadystaw Nikliborc (Lwéw): O metodzie kolejnych przyblizen.

Tre$¢ referatu zostala opublikowana w pracy ,,Sur l'appli-
cation de la méthode des approximations successives dans la
théorie des équations différentielles”. Studia math. I.

Lucjan Bottcker (Lwow): Z teorji réwna# funkcyjnych.

Feliks Burdecki (Wagrowiec): Zagadnienia z teorji iteracji funk-
cyj.

Juljusz Schauder (Lwow): Rozwigzanie rownan rézniczkowych
czgstkowych drugiego rzedu typu eliptycznego (przy danych wa-
runkach brzegowych) w otoczeniu catki szczegdlnej.



Dzial IV - Geometrja



Stanistaw Garlicki (Warszawa)

O analogji asymptot hiperboli
z plaszczyznami kolowemi stozkow
2-go stopnia

1. Powszechnie znang jest analogja wlasno$ci ognisk stozkowe;
z wlasnoséciami prostych ogniskowych stozkéw 2-go stopnia.
Analogja ta nie dziwi nikogo, gdyz tkwi ona juz w samej defini-
cji ogniska i prostej ogniskowej: ogniskiem stozkowej nazywa-
my punkt lezacy w jej plaszczyznie i majacy te wlasnos¢, ze kaz-
de dwie proste sprzezone przezen przechodzace sg wzajemnie
prostopadte; ogniskami sg przeto punkty podwdjne inwolucji,
wyznaczonej na osi stozkowej przez pary prostych sprze¢zo-
nych wzajemnie prostopadlych; - podobniez prosta ognisko-
wa stozka 2-go stopnia nazywamy prostg wychodzaca z jego
wierzchotka i majacg te wlasnos¢, ze kazde dwie plaszczyzny
sprzezone przez nig przechodzace s3 wzajemnie prostopadie;
proste ogniskowe sg to wiec proste podwdjne inwolucji, wyzna-



czonej na plaszczyznie symetrji stozka przez pary plaszczyzn
sprzezonych wzajemnie prostopadtych.

Otéz wiadomo, ze istnieje dualistyczna korelacja pomie-
dzy wlasnosciami prostych ogniskowych a wlasnosciami ptasz-
czyzn kotowych stozka 2-go stopnia. Jezeli bowiem przeksztat-
cimy wigzke prostokatnie-biegunowo t. j. kazdej prostej pod-
porzadkujemy w tej wigzce plaszczyzne do niej prostopadta,
a kazdej ptaszczyznie prosta do niej prostopadla, to tworzace
i ptaszczyzny styczne stozka 2-go stopnia przeksztalcy si¢ na
plaszczyzny styczne i tworzace innego stozka 2-go stopnia o tym
samym wierzcholku i tych samych osiach; kazda zas$ z prostych
ogniskowych jednego stozka przeksztalci si¢ na plaszczyzne
kotowa drugiego.

Zestawienie powyzszych wywodéw nasuwa nastepujace
pytanie:

Skoro w uktadzie biegunowym wigzki istnieje korelacja
wlasnosci plaszczyzn kolowych z wlasnosciami prostych ogni-
skowych, - skoro te ostatnie wlasnosci sa zwigzane analogja
z wlasnosciami ognisk ukladu biegunowego plaskiego, - to czy
istniejg w ukladzie biegunowym plaskim pewne proste o wia-
snosciach analogicznych z wlasnosciami ptaszczyzn kotowych
w uktadzie biegunowym wiazki. Gdyby tak bylo, to miedzy
wlasno$ciami tych prostych a wlasnosciami ognisk powinnaby
w ukfadzie biegunowym plaskim istnie¢ pewna korelacja analo-
giczna do korelacji miedzy wlasnosciami plaszczyzn kotowych
a wlasno$ciami prostych ogniskowych ukladu biegunowego
wigzki.



Proste takie rzeczywiscie istniejg: sg to asymptoty stozko-
wej; istnieje rowniez pewna dualistyczna korelacja migdzy wta-
sno$ciami asymptot hiperboli a wlasno$ciami ognisk stozkowej.

Analogje asymptot hiperboli z ptaszczyznami kotowemi
stozka 2-go stopnia zauwazy Steiner", opartszy ja na nastepu-
jacych dwoéch twierdzeniach:

1. Plaszczyzny kotowe stozka wraz z ktorgkolwiek jego ptasz-
czyzng styczng wyznaczaja na spolérodkowej ze stozkiem
kuli tréjkat sferyczny, ktérego pole jest stale (Asymptoty
hiperboli wraz z ktérakolwiek jej styczng zamykaja tréjkat,
ktérego pole jest stale).

2. Tworzgca zetknigcia stozka z ktérgkolwiek jego plaszczyzna
styczng jest dwusieczng kata zawartego w tej plaszczyznie
miedzy plaszczyznami kolowemi. (Punkt zetknigcia hiper-
boli z ktoragkolwiek jej styczng jest srodkiem odcinka tej
stycznej zawartego miedzy asymptotami).

Na tej podstawie nie wahal si¢ Steiner nazwa¢ sladow ptasz-
czyzn kotowych stozka na spétsrodkowej z nim kuli ,,sferyczne-
mi asymptotami stozkowe;j sferycznej”. Przeciwko tak §mialemu
zestawieniu tych pozornie réznych utworéw moznaby podnies¢
liczne zastrzezenia: asymptota jest wszak styczna do stozko-
wej, — plaszczyzna kolowa jest zewnetrzna wzgledem stozka;
stozkowa ma dwie asymptoty, ktére moga by¢ obie urojone, -

D Crelle’s Journal Bd II. Str. 45-63 (1827); Ges. Werke Bd I str. 116-117.



stozek ma sze$¢ plaszczyzn kotowych, z ktorych dwie sa zawsze
rzeczywiste.

Zastrzezenia te ustang wszakze, gdy sobie zdamy sprawe
z tego, ze stopien ogdlnosci twierdzen dotyczacych stozka jest
wyzszy, niz twierdzen dotyczacych stozkowej, ze, jak méwi Cha-
sles, ,geometrja plaska jest przypadkiem szczegdlnym geome-
trji sferycznej”®; analogji doskonalej miedzy geometrjg paska
a geometrja wigzki, tj. geometrji na kuli, mozemy wiec oczeki-
wac dopiero wtedy, gdy promien tej kuli stanie si¢ nieskoniczony.
O1t6z jezeli zrobimy takie zalozenie, to analogja asymptot hi-
perboli z ptaszczyznami kolowemi stozka staje sie doskonala;
jezeli bowiem wierzchotek stozka oddala si¢ do nieskoniczono-
$ci w kierunku tej jego osi, ktdra jest przecieciem plaszczyzn
kotowych, to stozek staje si¢ walcem hiperbolicznym, a jego
plaszczyzny kotowe plaszczyznami asymptotycznemi tego wal-
ca; w samej rzeczy, kazde przecigcie walca hiperbolicznego
plaszczyznag réwnolegla do jego plaszczyzny asymptotycznej
jest stozkowa ztozong z dwdch prostych, z ktérych jedna jest
niewlasciwg, — a wiec jest zwyrodnialem kolem.

W przypadku, gdy wierzcholek stozka jest punktem wiasci-
wym, analogja asymptot hiperboli z ptaszczyznami kotowemi
stozka, podobnie zresztg jak analogja ognisk stozkowej z pro-
stemi ogniskowemi stozka, musi by¢ ufomng. Niemniej przeto
ma ona duzg warto$¢, gdyz pozwala na mocy powszechnie

2) Apergu str. 240.



znanych wlasno$ci hiperboli odgadywac¢ znacznie trudniejsze
do okazania wlasnosci stozkéw 2-go stopnia.

Oprocz twierdzen wskazanych przez Steiner a w cytowane]
rozprawie warto przypomnie¢ kilka znanych wtasno$ci plasz-
czyzn kotowych stozka, razaco analogicznych z odpowiedniemi
wlasno$ciami hiperboli:

3. Iloczyn sinuséw katéw dowolnej tworzacej stozka z jego
plaszczyznami kotowemi jest staty (Iloczyn odleglosci do-
wolnego punktu hiperboli od jej asymptot jest staly).

4. Na kazdej wychodzacej z wierzchotka stozka plaszczyz-
nie siecznej katy zawarte miedzy stozkiem a jego plaszczy-
znami kotowemi sg réwne (Na kazdej siecznej hiperboli
odcinki zawarte miedzy hiperbolg a jej asymptotami sg
réwne).

5. Rzut kata dwdch stalych tworzacych stozka z ktéregokol-
wiek punktu jego powierzchni na plaszczyzng kotows jest
katem stalej wielkosci (Rzut stalej cieciwy hiperboli z ktdre-
gokolwiek punktu hiperboli na jej asymptote jest odcinkiem
statej dlugosci).

6. Dwie ktdrekolwiek ptaszczyzny styczne do stozka wycinajg
na jego plaszczyznach kotowych katy, ktdre przez plaszczy-
zne faczaca tworzace zetknigcia s podzielone na polowy
(Dwie ktorekolwiek styczne do hiperboli wycinaja na jej
asymptotach odcinki, ktére przez prosta laczaca punkty
zetkniecia s3 podzielone na potowy).

Do tych twierdzen tatwo byloby dorzuci¢ jeszcze kilka in-



nych mniej znanych; szczegélnie jednak waznem wydaje mi
sie nastepujace:

7. Plaszczyzna styczna do stozka 2-g o stopnia przecina jego
plaszczyzny kotowe wedlug prostych, ktére wraz z prostemi
ogniskowemi leza na jednym stozku obrotowym; — plasz-
czyzny ,wodzace” tworzacej zetknigcia sa wraz z plaszczy-
znami kofowemi styczne do innego stozka obrotowego; oba
stozki majg sp6lng 0§ obrotu, lezaca w zewnetrznej plasz-
czyznie symetrji danego stozka (Styczna do hiperboli prze-
cina jej asymptoty w punktach, ktére wraz z ogniskami leza
na jednem kole; — promienie wodzace punktu zetknigcia
sa wraz z asymptotami styczne do innego kola; — oba kota
maja spolny srodek lezacy na osi zewnetrznej hiperboli).

Twierdzenie to wyraza zwigzek miedzy plaszczyznami ko-
fowemi i prostemi ogniskowemi stozka 2-go stopnia i pozwala
wykreslnie wyznaczy¢ jedne, gdy dane sa drugie, jezeli tylko
dana jest nadto jakakolwiek tworzaca stozka, albo jakakolwiek
jej plaszczyzna styczna. Steiner wspomina o tem twierdzeniu,
ale tylko w przypadku, gdy plaszczyzna jest styczna do stozka
wzdluz tworzacej najwigkszego rozwarcia, — dlatego tez sadze,
ze nie bedzie zbytecznem podanie ogdlnego dowodu tego twier-
dzenia.

Zauwazmy najpierw, ze wystarcza okaza¢ pierwszg czes¢
twierdzenia. Jezeli bowiem zastosujemy jg do stozka prostokat-
nie biegunowego z danym, to przez przeksztalcenie prostokat-
nie biegunowe otrzymamy dla danego stozka cze¢$¢ druga.



Niechaj H;, i H, beda plaszczyznami kotowemi stozka
o wierzchotku S, f; i f, jego prostemi ogniskowemi; C jaka-
kolwiek jego plaszczyzng styczng; m; i m,, prostemi przeciecia
plaszczyzny C z plaszczyznami H; i H,, a prosta u niechaj
bedzie tworzaca zetkniecia plaszczyzny C z danym stozkiem.
Na podstawie twierdzenia 2. tworzaca u jest dwusieczng ka-
ta (mym,); przez tworzaca u poprowadzmy plaszczyzne M
prostopadla do C, a wiec normalng do danego stozka wzdluz
tworzacej u; wyznaczmy wreszcie prosta przeciecia s plaszczy-
zny M z zewnetrzng plaszczyzng symetrji Z. Jezeli prosta my
obraca¢ bedziemy dokota prostej s, to utworzony przez ten ob-
rét stozek przejdzie oczywiscie przez prostg m,; mamy okazad,
ze przejdzie on takze przez obie proste ogniskowe fi i f,.

Na prostej s obierzmy sobie jakikolwiek punkt S i popro-
wadzmy przezen plaszczyzne P prostopadla do tej prostej;
plaszczyzne te obierzmy za plaszczyzne rysunku (Rys. 1). Slad
z plaszczyzny Z przechodzi oczywidcie przez punkt S’ i $lady
X 1Y osizewnetrznych x i y jest to 0§ symetrji figury, ztozonej
ze $§ladu h danego stozka, sladéw k; i k; jego plaszczyzn koto-
wych H; 1 H; i$ladéw F i F; jego prostych ogniskowych f;
i fo. - Poniewaz plaszczyzna normalna M jest prostopadta do
plaszczyzny rysunku (gdyz przechodzi przez prosta s do niej
prostopadta), wiec 1° $lad n plaszczyzny M jest prostopadly
do ¢ladu ¢ plaszczyzny stycznej C i dzieli na potowy odcinek
M, M, zawarty miedzy $ladami prostych m, i m,2, gdyz pro-
sta u, dwusieczna kata (m;m; ), jest prostopadta do prostej t;
2° §lad n plaszczyzny M, a wiec i prostopadly do niego $lad ¢



plaszczyzny C jest dwusieczng kata F; UF,, gdyz plaszczyzna M,
jako normalna, dzieli kat dwuscienny FyuF, na potowy. Z tych
dwoch wiasnosci prostej n wynika, ze hiperbola i wyznaczona
przez asymptoty ki, k, i ogniska Fy, F, jest styczna do prostej ¢
w punkcie U; ze zatem koto k o $rodku S’, przechodzace przez
punkty M, przechodzi réwniez przez punkty Fy, F; 0t6z kolo
k jest $ladem stozka obrotowego przechodzacego przez proste
my, My, fi1 fa, - co dowodzi twierdzenia.

$X

2. Analogja miedzy asymptotami hiperboli a plaszczyznami
kotowemi stozka 2-go stopnia prowadzi do analogji miedzy
stozkowemi majgcemi spolne asymptoty a stozkami majgcemi
spllny wierzchotek (spotsrodkowemi) i spdlne plaszczyzny
kotowe (spotkolowemi). Analogja ta pozostanie w mocy nawet



wtedy, gdy spdlne asymptoty stozkowych sa urojone, t. j. gdy
stozkowe sa spotsrodkowemi je- dnoktadnemi elipsami. (Dla
krétkosci nazywaé bedziemy ,,spotsrodkowemi jednoktadnemi”
kazde dwie stozkowe o spélnych asymptotach rzeczywistych
lub urojonych, a wiec takze dwie hiperbole przegrodzone przez
spdlne asymptoty, albo dwie hiperbole, z ktorych jedna jest
zwyrodnialg i skfada si¢ z asymptot drugiej).

Analogja stozkowych spétsrodkowych jednoktadnych ze
stozkami spotsrodkowemi spdtkotowemi wyraza sie przedew-
szystkiem w znanem twierdzeniu (wynikajacem zresztg bezpo-
$rednio z twierdzen 2.1 4.):

8. Plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholek peku stozkow
spotkotowych przecina te stozki wedlug katow, ktore maja
spolne dwusieczne; sa to proste zetkniecia owej ptaszczyzny
z temi stozkami peku, ktore przez nie przechodzg. (Prosta
lezaca w plaszczyznie pegku stozkowych spétsrodkowych
jednokladnych wyznacza w tych stozkowych cigciwy, ktore
maja spolny $rodek; jest to punkt zetkniecia owej prostej
z tg stozkowy peku, ktora przezen przechodzi).

Rzecz ciekawa, Ze elementarna definicja dwéch stozkowych
spot§rodkowych jednoktadnych, ktéra ma zastosowanie w przy-
padku, gdy jedna z dwdch stozkowych lezy wewnatrz drugiej,
jest wlasnoécig, ktdrg przez analogje mozna przenie$¢ na stozki
spolsrodkowe spotkotowe w przypadku analogicznym, t. j. gdy
jeden z dwodch stozkéw lezy wewnatrz drugiego:



9. Jezeli dwa stozki drugiego stopnia majg spolny wierzchotek
i spolne plaszczyzny kolowe, ale nie majg spdlnych rze-
czywistych plaszczyzn stycznych (tak, ze jeden z nich lezy
wewnatrz drugiego), to kazda plaszczyzna sieczna, przecho-
dzaca przez ktorakolwiek z trzech spdlnych osi tych stoz-
koéw, przecina je wedlug tworzacych, ktérych katy z ta osia
zawarte maja staly stosunek sinuséw. (Dwie spdétsrodkowe
stozkowe nazywamy jednokladnemi, jezeli kazda sieczna,
przechodzgca przez ich spélny $rodek, przecina je w punk-
tach, ktérych odleglosci od niego s3 w stalym stosunku).

Z punktu S obranego na prostej przeciecia y dwdch plasz-
czyzn ‘H,; 1 H, opiszmy kule o dowolnym promieniu r i przez
dwa kota wyciete na tych ptaszczyznach poprowadzmy ktory-
kolwiek z dwdch walcow przez te kota wyznaczonych; bedzie
to walec eliptyczny, ktorego osig jest prostopadla z wystawiona
w punkcie S do jednej z dwdch plaszczyzn dwusiecznych dwu-
$cianu (HyH,). Opiszmy z punktu S jeszcze dwie inne kule
o promieniach r; i 1, obu wigkszych, albo obu mniejszych od r,
w tym ostatnim przypadku wiekszych jednak od malej pétosi
prostokatnego przecigcia walca. Kazda z tych dwéch kul przeci-
na walec wedlug stozkowej sferycznej, ktéra z punktem § jako
wierzchotkiem wyznacza stozek 2-go stopnia; powiadam, ze
plaszczyzny H; i H, sg plaszczyznami kolowemi kazdego z tych
stozkow. W samej rzeczy, jezeli ktorykolwiek z tych stozkéw
wraz z walcem i odpowiednig kula przetniemy ptaszczyzna
réwnolegla do H; lub do H,, to otrzymamy w plaszczyznie



siecznej trzy stozkowe nalezace do jednego peku; poniewaz
dwie z nich: przeciecie walca i przecigcie kuli, sa kotami, wiec
i trzecia stozkowa musi by¢ kotem. Jezeli r; i r, sa oba wieksze
od 7, to 0§ z walca jest osig wewnetrzna obu stozkow, jezeli ry
ir, s oba mniejsze od r (ale wigksze od matej pélosi prosto-
katnego przecigcia walca), to z jest osig zewnetrzng podrzed-
na obu stozkow; prosta y, przeciecie plaszczyzn kotowych H,
i H; jest w kazdym przypadku osig zewnetrzna gtéwna obu
stozkow.

Przez 0§ z poprowadzmy jakgkolwiek ptaszczyzne M prze-
cinajaca oba stozki; tworzace stozkow lezace w plaszczyznie M
otrzymamy aczac wierzchotek S z punktami T; i T (Rys. 2),
wedtug ktorych jedna z lezacych w tej plaszczyznie tworzacych
walca, nap. t przecina kota k; i k, nalezace do kul o promieniach
111 7,. Otoz sinusy katdw py 1 ya, ktore o$ z czyni z tworzgcemi
STy i ST, sa oczywiécie odwrotnie proporcjonalne do promie-

. . . . 7 sin .1
ni 7, i 5, a wigc stosunek tych sinuséw -£- ma warto$¢ stata
sin pp
r

"

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy plaszczyzna sieczna
M przechodzi przez o$ gléwna zewnetrzna obu stozkow, tj.
przez prosta przeciecia y plaszczyzn H; i H,; mozemy przytem
zatozyé, zery > 1y > 1.

Przeciecie walca taka plaszczyzng jest oczywiscie elipsg
o malej osi r, a wielkiej osi r, (Rys. 3); przecigcie elipsy [ ze
spolsrodkowemi z nig kotami k; i k; o promieniach 1, i r,
wyznacza tworzace ST i ST: ktérych katy z osig y, jak tatwo



sie przekona¢, maja rowniez staly stosunek sinuséw:

sinpg;  ry | rE-1?

sinpgy  n \ ri-r2

Rys. 2. Rys. 3.

Tutaj odbiegne nieco od tematu, aby sformutowacé twierdze-
nie wzajemne, dotyczace stozkéw spotogniskowych:

9a. Plaszczyzny styczne do dwdch nieprzecinajacych si¢ stoz-
kéw spotogniskowych, wychodzace z dowolnego punktu
ktérejkolwiek ich spdlnej plaszczyzny symetrji, sa do tej
plaszczyzny nachylone pod kgtami, ktorych sinusy sg w sta-
tym stosunku (Styczne do dwdch nieprzecinajgcych sie
spotogniskowych stozkowych, wychodzace z dowolnego



punktu ktérejkolwiek ich spdlnej osi, sa do tej osi nachylone
pod katami, ktorych sinusy sa w stalym stosunku).

Z twierdzenia tego wynika bowiem ciekawy wniosek. Jezeli
przez tworzace zetkniecia plaszczyzn stycznych do obu spéto-
gniskowych stozkéw poprowadzimy plaszczyzny normalne, to
wszystkie te 4 plaszczyzny przejda przez jedng prosta, lezaca
w tej samej plaszczyZnie symetrji, co punkt, z ktérego wyprowa-
dzono plaszczyzny styczne; bedzie to mianowicie prosta, ktéra
wraz z tym punktem przegradza harmonicznie rzeczywiste lub
urojone proste ogniskowe w tej plaszczyznie symetrji polozone.
Powstajg w ten sposob po kazdej stronie obranej ptaszczyzny
symetrji dwa tréj$ciany prostokatne o dwdch wspdlnych kra-
wedziach w tej plaszczyznie lezacych, a zatem o spolnym kacie
plaskim y, lezacym naprzeciw dwusciennych katéw prostych
tych tréjsciandw; trzecie krawedzie tréjéciandw s to tworzace
zetkniecia plaszczyzn stycznych. Oznaczmy « i o; katy plaskie
tych tréjscianéw lezgce w plaszczyznach normalnych; o' i af
katy dwuscienne przeciwlegte, t. j. katy plaszczyzn stycznych
z owa plaszczyzng symetrji, wowczas

sina =sina’siny, sina; =sina; siny,
sina  sina’

- = —— = stalej,
sina;  sinay

skad wynika:

9b. Odcinki normalne, spuszczone na dwa nieprzecinajace si¢
stozki spotogniskowe z dowolnego punktu ktdrejkolwiek



ich plaszczyzny symetrji (ale nie lezace w tej plaszczyznie)
sa w stalym stosunku (Odcinki normalne, spuszczone na
dwie nieprzecinajace si¢ stozkowe spotogniskowe z dowol-
nego punktu ktorejkolwiek ich osi (ale nie lezace na tej osi),
sa w stalym stosunku).

W rozprawie p. t. ,Ueber algebraische Kurven und Flichen”

dowodzi Steiner nastepujacych twierdzen o stozkowych spét-
srodkowych jednokladnych?:

(10).

(11).

gad

Spodki normalnych, spuszczonych z dowolnego punktu
P na stozkowe spétsrodkowe jednokladne, leza wszystkie
na hiperboli przechodzacej przez ten punkt, przez spo-
Iny $rodek wszystkich tych stozkowych i przez punkty
niewtasciwe ich spdlnych osi. - Nawzajem:

Kazda hiperbola przechodzaca przez spolny $rodek stoz-
kowych spoélsrodkowych jednoktadnych i majaca asymp-
toty réwnolegte do ich spdlnych osi, przecina te stozkowe
w punktach, dla ktérych normalne przechodzg wszystkie
przez jeden punkt P, ktéry lezy na tej hiperboli.

Ta t. zw. ,hiperbola Steinera” rozwigzuje, jak wiadomo, za-
nienie normalnych dla poszczegdlnych stozkowych peku

i jest Zrodtem licznych wykreslen $rodka krzywizny dla dowol-

neg

o punktu stozkowej. Zamierzam okaza¢ dwa twierdzenia

analogiczne, dotyczace peku stozkoéw spotkotowych i prowadza-

3) Crelle’s Journal Bd XLIX S. 355 (1854); Ges. Werke BA II S. 628.



ce do rozwigzania analogicznych zagadnien dla poszczegoélnych
stozkow peku.

10. Jezeli przez prosta p, wychodzaca z wierzchotka peku stoz-
kéw spotkotowych, poprowadzimy do poszczegélnych stoz-
kow plaszczyzny normalne, to tworzgce wzdtuz ktérych te
plaszczyzny sa normalne, lezg wraz z osiami peku i prosta
p na jednym stozku 2-go stopnia. — Nawzajem:

11. Kazdy stozek 2-go stopnia, przechodzacy przez trzy osie pe-
ku stozkéw spotkotowych, przecina te stozki wedtug takich
tworzacych, ze plasczyzny normalne wzdluz nich do po-
szczegblnych stozkéw poprowadzone przechodzg wszystkie
przez te sama prosta p stozka przechodzacego przez osie.

Wystarczy dowie$¢ twierdzenie 10., jezeli bowiem jest ono
prawdziwe, to twierdzenie 11., jako odwrotne, tatwo z niego
wynika.



Za plaszczyzne rysunku (Rys. 4) obieramy jakakolwiek
plaszczyzne réwnolegla do jednej z plaszczyzn kotowych peku,
nap. do H;. Z trzech osi peku x, y,z jedna, y = HiH,, jest
oczywiscie réwnolegta do plaszczyzny rysunku; dwie inne z i x
niechaj przebijaja ptaszczyzne rysunku w punktach Z i X; na
odcinku ZX dany jest nadto rzut prostokatny S’ wierzchotka S
peku; dany jest wreszcie gdziekolwiek na plaszczyznie rysunku
punkt P - §lad danej prostej p = SP. Punkt S’ wraz z punktami
Z i X wyznacza wierzchotek S; - jezeli bowiem na odcinku ZX
jako na $rednicy opiszemy koto m, to prostopadia wystawiona
do ZX w punkcie S’ przecina koto m w punkcie S, ktéry jest
ktadem wierzchotka S dokota prostej ZX.

Przecigcie peku stozkéw spétkotowych plaszezyzng rysun-
ku, ktéra jest réwnolegta do plaszczyzny kotowej #;, jest pe-
kiem kot (k), oczywicie eliptycznym; pek ten jest wyzna-
czony przez punkty Z i X, ktére sa jego kolami zerowemi.
Aby otrzymac poszczegdlne kota peku (k), t. j. $lady poszcze-
golnych spétkotowych stozkéw, nalezy z dowolnego punktu
prostej ZX zakresli¢ koto o promieniu $rednim proporcjonal-
nym miedzy odleglosciami tego punktu od Z i X; gdy punkt
obrany lezy zewnatrz odcinka ZX, bedzie to koto prostokat-
ne przecinajace koto m (lub jakiekolwiek inne koto przecho-
dzace przez punkty Z i X); jezeli punkt obrany lezy miedzy
punktami Z i X, bedzie to kolo urojone, ktérego rzeczywi-
stem odwzorowaniem jest koto $rednicowo przecigte przez
koto m (takiem jest nap. koto zakreglone z punktu S’ promie-
niem S’S%).



Aby wyznaczy¢ $lad plaszczyzny normalnej poprowadzo-
nej przez prostg SP do ktoregokolwiek stozka peku, postapimy
jak nastepuje: przez wierzchotek S poprowadzmy plaszczyzne
Q prostopadla do prostej SP; przez dowolny punkt T; §ladu
q tej plaszczyzny i przez punkty Z i X poprowadzmy kolo I;
wyznaczmy na niem punkt T, $rednicowo przeciwlegly punk-
towi T; przez punkt T, poprowadzmy kolo k, przecinajace
prostokatnie koto I i majace $rodek na prostej ZX; bedzie to
oczywiscie koto nalezace do peku (k) i styczne w punkcie T,
do prostej T; T,; powiadam, ze plaszczyzna normalna do stozka
Sk, wzdluz tworzacej ST, przechodzi przez prosta SP. W sa-
mej rzeczy, plaszczyzna taka musi taczy¢ tworzaca ST, z prosta
ST; prostopadla do plaszczyzny stycznej ST T,. Ot6z tréjécian
S(Ti T, Ts) jest tréjprostokatny: krawedz ST; jest prostopadta
do krawedzi ST, i ST, te za$ s3 wzajemnie prostopadle, gdyz
odcinek T; T, jest $rednicg kuli przechodzacej przez punkt S.
Prosta ST, jest wigc prostopadta do plaszczyzny ST Th, tak ze
proste SP, ST, i ST; s3 odpowiednio prostopadle do plaszczyzn
Q,ST; Ty i STy Ty; poniewaz te plaszczyzny przechodzg przez
jedng prostg ST, wiec tamte proste leza w jednej plaszczyznie;
innemi stowy, ptaszczyzna normalna ST, T; przechodzi przez
prosta SP.

Otdz, gdy punkt T opisuje prosta g, punkt T, opisuje pew-
ng stozkowa h. W samej rzeczy, pek Z(Ty), ktéry powtdczy pro-
stg ZT; dokota punktu Z, jest rowny pekowi Z( T ), a perspek-
tywiczny z pekiem X (T} ), ten za$ jest réwny pekowi X (T, ), tak
zepeki Z(T,) i X(T,) sa rzutowe. Stozkowa h przez te dwa peki



wyznaczona przechodzi oczywidcie przez wierzcholki pekéw Z
i X, t.j. przez $lady osi z i x; fatwo sie przekonad, ze przechodzi
ona réwniez przez niewla$ciwy slad Y, trzeciej osi y (wystarcza
w tym celu przenie$¢ punkt T do przeciecia Y; prostych ZX
iq) iprzez punkt P (wystarczy rozwazac ten stozek peku, ktéry
przechodzi przez prosta SP). Ale stad wynika, ze stozek Sh
przechodzi przez wszystkie proste ST, przez trzy osie peku
X, ¥,z 1przez prosta SP, c. b. d. o.

Zauwazmy, ze biegunowe punktu T wzgledem wszystkich
kot peku (k) przechodzg przez punkt T, gdyz przez ten punkt
przechodza biegunowe punktu T; wzgledem dwdch kot tego
peku: wzgledem kota k; przechodzacego przez punkt k; i wzgle-
dem kota k;, przechodzacego przez punkt T,. Stad wynika, ze
prosta ST jest przecieciem plaszczyzny biegunowej prostej STy
wzgledem ktdregokolwiek stozka peku z ptaszczyzna SPT, pro-
stopadla do prostej ST't;. Gdy wigc mamy jeden ktérykolwiek
stozek peku, nap. Sk; i plaszczyzne Q, to obracajac prosta ST
w plaszczyznie Q dokota punktu S, znajdziemy dowolng liczbe
tworzacych ST, stozka Sh. - Jezeli zamiast plaszczyzny Q po-
prowadzimy przez punkt S inng plaszczyzne Q', to otrzymamy
inny stozek Sh’ przechodzacy przez te same trzy osie x, ¥, z;
przeciecie stozkow Sh i Sh’ wyznaczy wiec osie stozka Sky; s3
to wlaénie te same stozki, ktéremi zazwyczaj postugujemy sie
do tego celu®.

Tworzgca ST, stozka Sh ma inng jeszcze wlasno$¢: jest to

4 Patrz nap. podreczniki Greometrji wykreélnej Ch. W i en er a (t. II,



prosta biegunowa plaszczyzny Q wzgledem jednego ze stoz-
kéw spotkotowych. W samej rzeczy, prostopadla spuszczona
z punktu na prostg q przecina prosta ZX w pewnym punk-
cie K5 w kole nalezagcem do peku (k), majgcem ten punkt za
$rodek, prosta q bedzie biegunowa punktu T, gdyz jest ona
prostopadta do prostejK; T w takim punkcie T, (lezagcym na
kole 1), ze K3 T,.K; T, = K3 Z. K3 X.

Twierdzenie 10. wyraza zwiagzek miedzy pekiem stozkow
spotkotowych a jakakolwiek prostg p wychodzaca z jego wierz-
chotka; przy sposobnosci dowodu tego twierdzenia poznali$my
jednak réwniez zwigzek miedzy tym pekiem stozkéw a jakakol-
wiek plaszczyzng Q przechodzacy przez jego wierzchotek:

12. Jezeli pek stozkéw spdtkotowych przetniemy jakakolwiek
plaszczyzng Q przechodzacy przez jego wierzchotek, i do
kazdego z przecietych stozkéw wzdluz tworzacych jego
przeciecia tg plaszczyzng poprowadzimy plaszczyzny stycz-
ne, to prostopadle, poprowadzone w tych plaszczyznach
do owych tworzacych, oraz proste biegunowe plaszczyzny
Q wzgledem wszystkich stozkéw peku, lezg wszystkie na
stozku 2-go stopnia, przechodzacym przez trzy osie peku
(Bieguny prostej jakiejkolwiek q wzgledem stozkowych
spotsrodkowych jednokladnych leza na hiperboli, prze-
chodzacej przez spdlny srodek tych stozkowych i majacej
asymptoty rownolegte do ich spolnych osi).

str. 18 ff), K. Rohna i Papperitza (t. III str. 164 ff), W. Fiedlera (t. II, str. 327
ff).



Z twierdzenia tego wynika ciekawy wniosek. Do kazdej
tworzacej ST, stozka Sh poprowadzmy przez wierzchotek S
plaszczyzne prostopadla ST, Ty; plaszczyzna ta przejdzie przez
prosta ST; i bedzie prostopadta do ptaszczyzny ST; T,; bedzie to
wiec plaszczyzna normalna do stozka Sk; wzdluz tworzacej STi.
Gdy prosta ST, opisuje stozek 2-go stopnia Sh przechodzacy
przez proste x, y, zi SP, plaszczyzna normalna S T3 T; powldczy
stozek prostokatnie biegunowy Shy styczny do plaszczyzn, kto-
re s3 do tamtych prostych prostopadte. - a wiec do yz, zx, xy

i0:

13. Jezeli pek stozkéw spotkolowych przetniemy jakgkolwiek
plaszczyzng Q przechodzaca przez jego wierzcholek, to
plaszczyzny normalne do przecigtych stozkéw wzdtuz two-
rzacych przeciecia ich ta plaszczyzng powtdcza stozek 2-go
stopnia styczny do trzech plaszczyzn symetrji peku i do
plaszczyzny Q.

Analogiczne twierdzenie dla stozkowych spétsrodkowych
jednokladnych brzmi:

(Jezeli pek stozkowych spoétérodkowych jednoktadnych
przetniemy jakgkolwiek prosta, to normalne do przecietych
stozkowych w punktach ich przeciecia ta prosta powltdcza pa-
rabole styczna do obu osi peku i do danej proste;j).

Parabola ta nie jest bynajmniej identyczng z t. zw. parabola
Steinera®), cho¢ réwnie dobrze nadaje sie do rozwiazania za-

5) Ges. Werke, BA 11, S. 629.



gadnienia normalnych do stozkowej i do wyznaczania §rodka
krzywizny w dowolnym punkcie danej stozkowej.

Przez przeksztalcenie prostokatnie-biegunowe twierdzen

12. i 13. otrzymamy nastepujace dwa twierdzenia dotyczace
stozkow spotogniskowych:

14. Jezeli przez prosta p wychodzaca z wierzchotka stozkow

15.

spétogniskowych poprowadzimy do nich ptaszczyzny stycz-
ne, to plaszczyzny normalne do tych stozkéw poprowadzo-
ne wzdluz tworzacych zetkniecia oraz plaszczyzny bieguno-
we prostej p wzgledem wszystkich tych stozkéw, powltdcza
stozek 2-go stopnia styczny do trzech spélnych plaszczyzn
symetrji tych stozkéw (Jezeli z punktu P lezacego w plasz-
czyznie stozkowych spétogniskowych poprowadzimy do
nich styczne, to normalne w punktach zetkniecia oraz bie-
gunowe punktu P wzgledem wszystkich tych stozkowych
powldcza parabole styczng do spdlnych osi tych stozko-
wych).

Jezeli przez prosta p wychodzacy z wierzchotka stozkéw
spotogniskowych poprowadzimy do nich plaszczyzny stycz-
ne i w kazdej z tych plaszczyzn do tworzacej zetkniecia
poprowadzimy prosta prostopadla, to wszystkie te prosto-
padte lezg na stozku 2-go stopnia przechodzacym przez
spolne osie tych stozkow i przez prosta p.

Warszawa, wrzesien 1927



Ludomir Wolfke (Warszawa)

Podstawy geometrji wykreslnej

W referacie niniejszym mialem zamiar podac szereg spo-
strzezen, dotyczacych tej podstawowej metody, odwzorowania,
jaka stanowi metoda rzutu srodkowego. Liczac sie jednak z bra-
kiem czasu i nie chcgc absorbowaé uwagi Sz. Panéw zagad-
nieniami drugorzednemi - posiadajagcemi wylacznie charakter
dydaktyczny - zmuszony jestem ograniczy¢ tre$¢ mego prze-
mowienia do rzeczy najistotniejszych.

Nie bede przytacza¢ znanych argumentéw, uzasadniajacych
wyjatkowe znaczenie teorji rzutu srodkowego i okreslajacych
stosunek Geometrji rzutowej do Geometrji wykre$lnej, gdyz
sprawa ta zostata juz dawno nalezycie o$wietlona przez znanego
reformatora Geometrji wykreslnej: Wilhelma Fiedlera. Wiemy
réwniez wszyscy o owocnej dziatalnodci prof. dr. Mieczystawa
Lazarskiego, ktory przez szereg lat reprezentowatl analogiczny
kierunek na politechnice lwowskiej.

W obecnej chwili jednak, z tatwoécia stwierdzi¢ mozemy,
ze teoretyczne przeswiadczenie o doniostosci metody rzutu



$rodkowego ulegto znacznemu ostabieniu. Jestem sklonny przy-
puszczad, ze jedna z gléwnych przyczyn powyzszego faktu sg
pewne trudnoséci metodyczne w racjonalnem ustosunkowaniu
Geometrji rzutowej do Geometrji wykre$lne;j.

W systematycznym wykladzie Geometrji rzutowej, teorja
homologji (kolineacji perspektywicznej) stanowi cze$¢ ogolnej
teorji odpowiedniosci jednokreslnych (homograficznych). Urze-
czywistnienie podobnego planu w wykladach Geometrji wy-
kreslnej jest niewatpliwie polgczone ze znacznemi trudnoscia-
mi dydaktycznemi; sagdzimy jednak, ze narracyjne traktowanie
teorji homologji — ujawniajace zupelna rezygnacje z nalezytego
uzasadnienia tak podstawowych poje¢ geometrycznych — jest
rzeczg niedopuszczalng.

Jezeli wyktad Geometrji wykre$lnej rozpoczynamy od ogol-
nej teorji rzutu srodkowego, to szczegdtowa analiza zagadnie-
nia o dwukrotnem odwzorowaniu perspektywicznem elementow
podstawowych: punktu, szeregu punktowego i ukladu plaskie-
go — stanowi naturalng podstawe dla teorji odpowiedniosci
homologicznej".

§ 1. Rzuty punktu. Postugujemy si¢ pomocniczem odwzorowa-
niem cyklograficznem i zakladamy, ze dane sg trzy rozne punkty
01, 02, p, przyczem dwa pierwsze nie leza na plaszczyznie rzu-
tow II i przyjete s za srodki rzutéw, a trzeci jest dowolnym

U Por. L. Wolfke, Wyktady Geometrji wykresinej, tom I: ,Zasady teorji
perspektywy’, str. 67-110 (Warszawa, 1927).



punktem danym, podlegajacym dwukrotnemu odwzorowaniu
w rzucie srodkowym (rys. 11 2).

Rys. 1.

Mamy wowczas trzy okreslone proste, a mianowicie: pro-
sta O, taczaca punkty o, i 0, — czyli tgcznice Srodkéw rzutow -
oraz dwie proste R; i R; taczace odpowiednio punkty o; i 0,
z punktem p, czyli dwa promienie rzucajgce, poprowadzone
przez punkt p.

Gdy wylaczona jest wspotlinjowo$¢ punktdw oy, 03, p, to
proste O, Ry, R, s3 trzema prostemi roéznemi; okreslone jest
wowczas polozenie plaszczyzny p, przesunietej przez punkty
01,02, p.

Proste O, Ry, R, przebijaja plaszczyzne rzutéw w punktach
0,p, p", z ktérych pierwszy jest sladem tgcznicy srodkéw rzu-
tow, a dwa pozostale stanowig, odpowiednio, pierwszy i drugi
rzut punktu p.



W wypadku ogélnym istnieje okreslona prosta R: §lad ptasz-
czyzny p; na takiej prostej lezg slady trzech prostych: O, Ry, R,
nalezacych do plaszczyzny p.

Otrzymujemy ostatecznie nastepujace twierdzenia:

1. Dwa rzuty dowolnego punktu, nie lezgcego na tgcznicy $rod-
kow rzutow, sq punktami wspotlinjowemi ze sladem tgcznicy
Srodkow rzutow.

2. Oba rzuty punktu, lezgcego na tgcznicy srodkéw rzutéw, scho-
dzq sie ze Sladem tej tgcznicy.

3. Miejsce geometryczne tych punktéw, z ktorych kazdy posiada
rzuty zjednoczone, jest zbiorem punktowym, ztozonym ze
wszystkich punktow uktadu plaskiego i szeregu punktowego;
podtozem uktadu jest plaszczyzna rzutéw I1, a podlozem
szeregu jest tgcznica srodkow rzutow O.

§ 2. Rzuty prostej, wichrowatej wzgledem lacznicy srodkow.
Gdy rozwazamy prostg L, podlegajacg dwukrotnemu odwzo-
rowaniu perspektywicznemu, i zakladamy, ze nie jest ona wspot-
plaszczyznowa z facznicg rodkéw rzutdéw — z prostg O, to stwier-
dzamy, przedewszystkiem, istnienie dwdch réznych plaszczyzn
rzucajacych: m i m,. Wylaczajac wypadek przynaleznosci pro-
stej L do plaszczyzny rzutéw II, otrzymujemy nastepnie dwie
nowe proste L' i L": pierwszy i drugi rzut prostej L. Proste
L, L', L" nie leza na jednej ptaszczyznie, s3 one wszakze proste-
mi wspotpunktowemi, gdyz kazdy z rzutéw prostej L przecho-
dzi przez jej §lad [.



Zakladamy wreszcie, ze prosta L nie jest prosta czotows; jej
$lad i oba punkty zbiegu I, i I,/ s3 wtedy punktami wlasciwe-
mi. Jezeli dane jest wowczas odwzorowanie perspektywiczne
prostej L, wyznaczone zapomocg $rodka rzutéw o (rys. 3),
i poszukiwane jest nowe odwzorowanie prostej, to zagadnienie
takie sprowadza sie jedynie do wyznaczania nowego punktu
zbiegu I}/, na zasadzie jednoktadnosci, okre$lonej przez kota
oddalenia §rodkéw rzutéw; polozenie §ladu prostej jest, oczy-
wicie, niezalezne od potozenia $rodka rzutéw.

Gdy rozwazamy proste L, L', L”, jako podloza szeregéw
punktowych, to zapomoca dwdch pekéw promieni rzucajacych
mamy okreslone dwie zupelne i wzajemnie jednoznaczne odpo-
wiednioci perspektywiczne pomiedzy szeregami punktowemi:
LiL' oraz LiL". Okre$lona jest przeto w sposéb posredni
pewna odpowiednio$¢ zupelna i wzajemnie jednoznaczna po-
miedzy szeregami L' i L”. Dwa rzuty kazdego punktu, wzietego
dowolnie na prostej L, podlegaja przytem twierdzeniu ogélne-
mu, dotyczacemu wspotlinjowosci ze sladem facznicy $rodkéw
rzutéw. Tym sposobem otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

4. Jezeli proste L, L', L' sg prostemi wsptpunktowemi, nie lezg-
cemi na jednej plaszczyZnie, to z dwéch odpowiedniosci per-
spektywicznych ustalonych pomiedzy szeregami punktowemi:
LiL' oraz L i L" - wynika perspektywiczna odpowiednios¢
szeregéw L' i L", przyczem Srodek wynikowej odpowiednio-
Sci perspektywicznej jest wspotlinjowy ze srodkami dwéch
odpowiednioéci danych.



Rys. 3. Rys. 4.

W peku plaszczyzn, przesunietych przez tacznice srodkows;
znajdujemy dwie szczegélne plaszczyzny: o i 7 - réwnolegte,
odpowiednio, do pierwszego i drugiego rzutu prostej L; ich
punkty przecigcia z prosta dang sa dwoma punktami zniknienia:
z11z,, a pozostale, whasciwe rzuty takich punktdéw, czyli 2]’ i 2}
sa dwoma punktami wzajemnemi wynikowej odpowiednioéci

perspektywicznej (rys. 4).

§ 3. Twierdzenia Desargues’a. Twierdzenie (4) o wynikowej
odpowiednio$ci perspektywicznej szeregéw punktowych moze
by¢ réwniez dowiedzione w tym wypadku, kiedy trzy podtoza
L', L",L" sa prostemi wspSipunktowemi i jednoczesnie wsp6t-
plaszczyznowemi (rys. 5). Zakladamy woéwczas, Ze dane sg dwa



rézne punkty o1, i 0,3 - jako wierzchotki pekdw, okreslajacych
odpowiednioéci perspektywiczne szeregéw punktowych: L’
iL" oraz L" i L"" Wprowadzajac dowolng prostg pomocniczg
L, wspolpunktowy z podlozami rozwazanych szeregow, lecz
nie lezacg na ich plaszczyznie, otrzymujemy trzy plaszczyzny
rézne: m, 7z, 73, przesuniete, odpowiednio, przez trzy pary
prostych LiL', LiL",LiL".

Rys. b.

Gdy wybierzemy dowolny punkt o;, na plaszczyznie m
i przyjmiemy go za wierzcholek peku, okreslajacego perspekty-
wiczng odpowiednios¢ szeregow Li L', to podstawowe twierdze-
nie paragrafu poprzedniego mozemy zastosowacé trzykrotnie,
stwierdzajac kolejno istnienie wynikowych odpowiedniosci



perspektywicznych dla nastepujacych par szeregéw punkto-
wych:

L iL" (wierzchotek 0, na plaszczyznie ),
L iL"" (wierzchotek o3 na plaszczyznie m3),

L'iL"" (wierzchotek 013 na plaszczyznie IT),

Punkty 05, 03, 03 53 trzema punktami réznemi, gdyz leza
na trzech plaszczyznach réznych, przesunietych przez prosta
L, przyczem zaden z nich nie lezy na prostej L.

Dwa dane punkty o0y i 02, wraz z otrzymanym punktem
o012 stanowia $lady bokéw trojkata 010,03, sa wiec punktami
wspollinjowemi.

W ten sposdb otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

5. Jezeliproste L', L", L' sg prostemi wspétpunktowemi i wspot-
plaszczyznowemi, to z dwdch odpowiedniosci perspektywicz-
nych, ustalonych pomiedzy szeregami: L' i L" oraz L" i L' -
wynika perspektywiczna odpowiednios¢ szeregéw L' i L,
przyczem srodek wynikowej odpowiedniosci perspektywicz-
nej jest wspotlinjowy ze Srodkami dwéch odpowiedniosci
danych.

Opierajac si¢ na dowiedzionem twierdzeniu (5), znajdu-
jemy punkt 0,3 na lacznicy punktéw oy, i 0,3, gdy wybiera-
my najprzéd dowolny punkt p’ na podtozu L’ i wykreslamy
odpowiedni promien peku o0;3 po uprzedniem wyznaczeniu
punktéw p” i p”’ na podtozach L i L"".



Jako wniosek z dowiedzionego twierdzenia (5), otrzymu-
jemy twierdzenie Desargues’a, po wyznaczeniu nowej tréjki
punktow: q’, q", """ (rys. 6).

Otrzymujemy nastepnie dowod odwrotnego twierdzenia
Desargues’a, odpowiadajacego poprzedniemu na zasadzie dwo-

istoéci ukladu ptaskiego, gdy rozwazamy dwa pomocnicze tréj-
mnr_rrr

katy 012p'q" i 023p™'q"".

§ 4. Rzuty szeregu wspolplaszczyznowego z tacznicg Srodkow.
Zmiana $rodka rzutéw w perspektywicznem odwzorowaniu
prostej, wspotplaszczyznowej z facznica Srodkéw, stanowi punkt
wyjscia dla teorji homologji linjowej. Na wspolnej plaszczyz-
nie rzucajgcej - rozwazanej w odwzorowaniu pomocniczem
(rys. 7), albo w ktadzie (rys. 8) - znajdujemy tacznice srodkéw
O, prostg L oraz wspoélne podtoze (L', L") dla obu rzutéw
szeregu punktowego L.

Stwierdzamy wdweczas, ze $lady prostych O i L s3 dwoma
punktami podwdjnemi wynikowej odpowiedniosci szeregéw L'
i L", przyczem stala jest warto$¢ dwustosunku czwérki punkto-
wej olp’p” ztozonej z punktéw podwdjnych i z dowolnej pary
punktéw odpowiednich. Dwustosunek taki, noszacy nazwe
cechy homologji, jest rowny dwustosunkowi czworki punktowe;
0ko,02, gdzie k oznacza punkt przecigcia prostych O i L.

Badanie warunkow przemienno$ci homologji linjowej (wa-
runku miarowego i warunku opisowego) doprowadza nas do
twierdzenia o harmonicznych wlasnoéciach czworokata zupet-
nego. Rozwazajac wreszcie odpowiednie punkty zniknienia



i ich rzuty, stwierdzamy istnienie wspdlnego srodka dwdch
odcinkéw, z ktérych jeden faczy punkty wzajemne, a pozostaly
jest ograniczony przez $lady prostych O i L.

Rys. 8.

§ 5. Rzuty ukladu ptaskiego. Gdy zmieniamy $rodek rzutéw
w perspektywicznem odwzorowaniu plaszczyzny 7, posiada-
jacej $lad P i prostg zbiegu P), (rys. 9), to nowa prosta zbiegu
P! wyznaczamy na zasadzie jednoktadno$ci. okreslonej przez
kota oddalenia $rodkéw rzutdw.

Do podstawowych wilasnosci opisowych, polegajacych na
zachowaniu wspoéllinjowosci punktéw i wspotpunktowosci pro-
stych w przeksztalceniu homologicznem plaskiem, jak réwniez
tych wiasnosci, ktére polegaja na istnieniu elementéw podwoj-
nych - dolaczamy nastepnie zasadnicze wlasnoséci miarowe, do-



tyczace prostych wzajemnych (rys (10) i wspdlnej cechy tych
linjowych odpowiednio$ci homologicznych, ktore s3 wyznaczo-
ne na prostych, przechodzacych przez slad tfacznicy $rodkéw
rzutéw. Opierajac sie na wynikach paragrafu poprzedniego, roz-
wazamy mianowicie pek plaszczyzn przesunietych przez prosta
O i otrzymujemy nastepujace twierdzenie: Homologja plaska
jest zbiorem linjowych odpowiedniosci homologicznych, posiada-
jacych ceche wspélng; podtoza homologji linjowych tworzg pek
promieni, ktorego Srodek jest wspdlnym punktem podwdéjnym,
a pozostate punkty podwdéjne lezg na jednej prostej.

P’y







Antoni Hoborski (Krakow)

Kilka uwag o krzywych regularnych

§1. Zajmujac sie wlasnoéciami powierzchni prostolinjowej
o krzywej szczytowej, odkrylem kilka twierdzen o krzywych
regularnych, ktére — zdaje si¢ — s3 nowe i ktére w obecnym
komunikacie podaje.

§ 2. W przestrzeni niech bedzie dana krzywa C

x=x(t), y=y(), z=z(t) (1)

gdzie x, y, z oznaczaja wspétrzedne prostokatne punktow. Krzy-
wa C nazwiemy regularng w przedziale (a, b) [gdzie jest —oo <
a < b < +o0], jezeli funkcje x(¢), y(¢), z(t) majg drugie po-
chodne x"(t), y" (1), 2" (t), ciagte w przedziale (a, b) i jezeli

macierz
x'(6),  y'(1), Z(1)
x"(t), (1), (1)

jest rzedu 2 w kazdym punkcie tego przedziatu.



Tw. 1. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b)
ijezeli ty jest liczba tego przedziatu, to istnieje liczba dodatnia
0o taka, ze styczne do krzywej C w zadnych dwu punktach t;,
t, nie majg tego samego kierunku, jezeli liczby t, t, spelniajg
zwigzki

ﬂﬁtlﬁb,aﬁtzﬁb, |to—t1|§80, |to—t2|§80, tl}étz

pozatem te liczby s dowolne.

Tw. II. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b),
to zadna styczna do krzywej C nie ma nieskonczonej iloéci
punktéw stycznoéci z krzywa C.

Tw. III. Jezeli krzywa C jest regularng w przedziale (a, b)
ijezeli (1) oznacza dang prosta, to mnogos¢ E stycznych do
krzywej C, ktére maja ten sam kierunek, co prosta (1), jest
zawsze skorczona.

Stycznag (s) do krzywej C nazwiemy n-krotna, jezeli ma
(n) punktéw stycznoéci z krzywa C.

Tw. IV. Jezeli krzywa C jest regularna w przedziale (a, b),
jezeli ty oznacza liczbe tego przedzialu i jezeli styczna s¢ do
krzywej C w punkcie t, jest n-krotna, to istnieje liczba dodatnia
0; taka, ze zadna styczna do krzywej C w punkcie ¢ nie jest
wyzszej krotnoéci, niz styczna sy, o ile tylko jest |t — to| < &1,
a<t<hb.

§ 3. W zwigzku z powyzszemi twierdzeniami wystowitem za-
gadnienie nastepujace: niech C bedzie krzywa regularng w prze-
dziale (a, b) i niech E; bedzie mnogoscig stycznych krzywej C



n-krotnych, gdzie n > 2; czy moze by¢ mnogos¢ E; nieskonczo-
na?

P.S. Golgb rozwiazal to zagadnienie. Udowodnit tw. naste-
pujace: jezeli krzywa jest regularng w przedziale (a, b) ijezeli
nie ma punktéw wielokrotnych o wspélnej stycznej, to mnogosé
E; jest skonficzona.

P.S. Golgb skonstruowat takze przyklad krzywej regularnej,
dla ktérej mnogos$¢ E; jest nieskonczona.



Alfred Rosenblatt (Krakow)

O utworach trzechwymiarowych, ktorych
przestrzenie styczne spelniaja pewne
warunki rozniczkowe

(Sur les variétés a trois dimensions, dont les espaces tangents
satisfont a certaines conditions différentielles)

1. Envisageons une variété Wj a trois dimensions donnée
dans un espace linéaire S,;; a r + 1 dimensions paramétriqu-
ement par les équations

yi=ui(xo,x1,x2), i=0,...,r. (6Y)
Envisageons la matrice M des dérivées partielles

aui
an

i=0,...,7j=0,1,2 (2)

>




ar+1colonnes et a 3 lignes et désignons par X;j; le mineur
dordre 3 appartenant aux colonnes i, j, k. Supposons qu'il y ait
entre ces mineurs un certain nombre §

1
82(r; )—3(r—2) 3)
de relations linéaires indépendantes
Zafjkxijk:(), h=1,...,6. (4)

Les plans T; tangents a la W3 coupent lespace S, a Pinfini
en des plans S, qui forment un systéme W et qui appartiennent
a & complexes linéaires indépendants. Parmi ces complexes il y
a au moins un complexe spécial, cest a dire il y a a I'infini un
espace linéaire S,_3 auquel sappuient tous les plans S,.

Envisageons maintenant une variété V3 algébrique, poss-
édantr +1= p, — p, intégrales de 1" espece de M. Picard. Soit
Pgle genre géométrique de cette variété et supposons 'inégalité
remplie

Pg<3(pg—pa—3). (5)

Envisageons la variété W3 donnée par les équations (1) ot
les u, sont les intégrales de M. Picard. Si I'inégalité (5) est rem-
plie, on a I'inégalité (3), donc il existe au moins un complexe
linéaire S,_3 spécial et alors la variété V3 posséde ou une congru-
ence irréguliére {c} de courbes ou un faisceau { F} irrationnel
de surfaces algébriques.



2. Dans une série de Notes des Comptes Rendus (1924-1926)
jai fait Iétude complete du cas, ot la V3 possede des faisceaux
irrationnels de surfaces de genre < 2 ainsi que du cas ot il n'y a
pas de tels faisceaux et ou dans (5) il y a le signe <. Il reste donc
a étudier le cas de Iégalité et ou la variété V3 ne possede pas de
tels faisceaux.

Jai résolu la question dans le cas, oti le systeme W de plans
S, aTinfini est de dimension 1 ou 2. Notamment je peux énoncer
le théoréme suivant:

Théoréme. Silavariété Ws qui représente les intégrales de M. Pi-
card de V3 posséde oo hyperplans tangents, la V3 posséde: 1) un
faisceau de genre r — 1, 2) ou une congruence d’irrégularité r et
un faisceau de genre 1, 3) ou une congruence d’irrégularité r + 1.

Si il y a co? hyperplans tangents il y a 1) une congruence
d’irrégularité r et un faisceau elliptique 2) ou une congruence
d'irrégularité r + 1, 3) ou une congruence d’irrégularité r — 1 et
une autre congruence d’irrégularité > 2.

La démonstration du théoréme sera donnée ailleurs.

Streszczenie. Zagadnienie badania powierzchni algebraicznych
i kongruencyj krzywych algebraicznych na utworach algebra-
icznych trzechwymiarowych sprowadza si¢ do ogélniejszego
badania ogélnych utwordw trzechwymiarowych i przestrzeni
S3 stycznych do tych utworéw. Badania te zapoczatkowane
przez Segre’go, a kontynuowane przez Terraciniego, kontynu-



uje ze szczegblnem uwzglednieniem zastosowania do wyzej
wymienionego zagadnienia.



Wladystaw Slebodzinski (Poznan)

O nadpowierzchniach czterowymiarowej
przestrzeni euklidesowej

Niechaj bedzie dana forma dodatnia

3
ds* = > aidxidxy (F)
ik=1
okreslajgca metryke pewnej rozciaglosci riemannowskiej (V3).
Wiadomo, iz — w ogélnosci — nie istnieje nadpowierzchnia przed-
stawiajgca (V3) w czterowymiarowej przestrzeni euklidesowe;.
1) Jezeli krzywizny gléwne w; (i = 1,2, 3) rozciagtosci (Vs3)
sa wszystkie rézne od zera, zagadnienie posiada rozwigzanie
wtedy, i tylko wtedy, gdy sg spetnione nastepujace warunki:
wiwyws > 0,
9, . |
ai =yiilpi—pr) (L,k=12,3,i#k),
Sk

)/123([)1 - Pz) = )’321(P2 - Ps) = )’312()’3 - )’1)’



w ktérych przyjelismy

VW1 w3
pi=——;

wi

we wzorach powyzszych symbole y;;; oznaczajg spétczynni-
ki obrotu R1cc1ego dla tréjécianu gtéwnego rozciagtosei (Vs),
a symbole - pochodne wzgledem tukéw krzywych gtéwnych.

2) ]ezeh Jedna z krzywizn gléwnych w, jest réwna zeru,
zagadnienie nie posiada rozwigzania.

3) Jezeli dwie krzywizny gléwne np. w; i w; s3 réwne zeru,
nalezy odrézni¢ dwa przypadki:

a) Jezeli kangruencja gléwna odpowiadajaca krzywiznie
w, rozciaglo$ci (V) jest normalna, to forma (F) powinna by¢
réwnowazna formie

(A1X3 + Bl)zdxlz + (AzX3 + Bz)zdxf + dxg,

w ktorej funkcje A;, B; zmiennych x;, x, powinny by¢ tak do-
brane, azeby byly spetnione warunki: 1°. forma Afdx? + A3dx2
ma by¢, odniesionym do krzywiznowych, elementem linjowym
powierzchni w przestrzeni o krzywiznie +1, 2°. muszg by¢ spel-
nione réwnosci

1 0By 1 0A; 1 0B, 1 0A;

Bizai.xZ_Ala.Xj’ Bl axl _Ailaxf



b) Jezeli kongruencja gléwna odpowiadajaca krzywiznie w,
nie jest normalna, warunki rozwigzalnoéci zagadnienia spro-
wadzajg sie do nastepujacych réwnosci

i()fanws) _ 2y212Y312 w

3>

0s1 Y231 Y213

d 2
s ( V23103 ) _ Y121Y321 w3,
0s; Y312 Y123

V123231 + V231312 + Y312Y123 = 0.



Wladystaw Slebodzinski (Poznan)

Rozwdj geometrji rézniczkowe;j
w ostatniem dziesi¢cioleciu

Przedmiotem odczytu jest przedstawienie najnowszych ba-
dan pos$wieconych réznym rodzajom geometrji od czasu uka-
zania si¢ podstawowej rozprawy p. Levi-Civita.



V. Hlavaty (Praga)

Le calcul absolu et le groupe projectif

Siles coeflicients du groupe projectif G sont fonctions de
lieu x, ce groupe peut servir comme base a la connection pro-
jective de lespace courbe. (Dans ce cas, en général, la notion
du ,,point® est différente de celle attachée aux coordonées x).

On peut étudier cette connection en lenvisageant comme
un probleme de la théorie des invariants différentiels du gro-
upe G. Or quatre cas généraux sont possibles. Ou bien le groupe
est 1) tout-a-fait général, ou bien il réproduit 2) un point con-
trevariant, ou 3) un point covariant, ou enfin 4) il réproduit un
point covariant et un point contrevariant.

Du point de vue de l'algebre rien de nouveau ne se présente
dans ces quatre sous-groupes différents. Il nen est pas ainsi
si lon poursuit des études analytiques. Lauteur a fait voir les
différents aspects de 'analyse de ces sous-groupes de méme
que les relations qui existent entre les recherches actuelles sur
la connection dite ,,projective” et les méthodes exposées dans
cette conférence.



Karol Grycz (Cieszyn)

Wywody geometryczne prawa Foucaulta

(Streszczenie)

Przedstawiam cztery wywody geometryczne prawa Fou-
caulta.

Co do pierwszego, ograniczam si¢ tylko do przypomnienia,
poniewaz z podrecznikéw jest ogdlnie znany; opiera sie na
t. zw. zasadzie zachowania plaszczyzny wahan.

Drugi wywod znalazlem w ksigzce Bauera zr. 1922: ,Ma-
thematische Einfithrung in die Gravitationstheorie Einsteins
nebst einer exakten Darstellung ihrer wichtigsten Ergebnisse”
Punktem wyjscia jest nastepujaca definicja przesuniecia réwno-
legtego: Wektor, umieszczony na dowolnej powierzchni doznaje
przesuniecia réwnoleglego nieskoniczenie malego, jezeli jego
sktadowe w odniesieniu do wspéirzednych geodezyjnych, po



przesunieciu réwnolegltem nieskonczenie malem, pozostajg
niezmienione.

Trzeci wywdd, Bertranda z r. 1882 opiera si¢ na malo zna-
nym postulacie Foucaultia z r. 1851 : Gdy pion, przez ktéry za-
wsze przechodzi plaszczyzna wahan, zmienia kierunek w prze-
strzeni, polozenia po sobie nastepujace plaszczyzny wahan,
okredla warunek, ze zawierajg miedzy sobg katy minimalne.
Przedstawiam uproszczony wywod Bertranda.

Czwarty wywdd, moj z r. 1915, nieogloszony;, jest rozwigza-
niem nastepujacego zadania.

W chwili t w miejscu obserwacji A; na kuli ziemskiej w sze-
rokoéci geograficznej ¢ mamy prostg pozioma /; pod dowol-
nym azymutem v, wskutek obrotu ziemi w chwili # + At prosta
I, zajmie polozenie I, punkt A, polozenie A,; niechaj I3 bedzie
prosta poziomg przez A,, zawierajacg kgt minimum z prosta
L; obliczy¢ kat miedzy I, i I5 i przeprowadzi¢ sumowanie.

Zadanie powyzsze rozwiazuj¢ srodkami geometrji elemen-
tarnej.



Dzial V. Mechanika,
Fizyka matematyczna,
Matematyka stosowana



Alfred Rosenblatt (Krakow)

Twierdzenie Kutty i Zukowskiego
w aerodynamice

(Sur le théoréme de l'aérodynamique de Joukowski et Kutta)

1. Nous envisageons le mouvement bidimensionnel d’'un
fluide parfait irrotationnel autour d’'un corps K de contour F
plongé dans ce fluide. Soit W = ¢ + iy la fonction analytique
dont la dérivée ‘%/ = w = u — iv donne le vecteur conjugué du
vecteur vitesse.

Le fluide satisfait a léquation de Bernouilli
p*(u* +v*) + p = const., @

la constante étant la méme dans tout le fluide.



Si P, et P, dénotent les composantes de la résultante des
pressions exercées sur le corps K, on a la formule de Kutta—
-Joukowski

Py +iPy = ipClhoo + iVeo )5 (2)

Uoo, Voo étant les composantes de la vitesse du fluide a I'infini
et C la circulation

C:fudx+vdy, 3)
F

dans le sens contraire du mouvement de laiguille d'une montre.

M. Cisotti” a donné un exemple, ot la formule (2) est en
défaut en envisageant une lame plane inclinée d’un angle
sur la direction du mouvement du fluide. Dans ce cason a la
formule exacte

P, +iP, = PASALY cos BpC(thoo + iVeo )- (4)

J’ai donné 2 la raison de cette divergeance, en montrant
linfluence des points angulaires d'angle 27 du contour sur la
valeur de la résultante des pressions. Dans ces points la fonction
w? a en général un résidu A, cest a dire elle est de la forme

2 A . .
we = [1+ fonction continue
zZ -2z (5)
sannullant pour z = z0]?.

) Una notevole eccezione del teorema di Kutta-Joukowski” Rendiconti
dei Lincei 1927.
2) Sur le théoréme de Kutta-Joukowski ibid. 1927.



La formule (2) doit étre remplacée par la formule suivante
Py +iPy = ipC(ties + iVeo) + p Y Resp(w?), (6)

ot la somme est étendue a tous les résidus des points P d'angle
2, le trait dénotant que I'on doit prendre la valeur conjuguée
complexe.

2. Comme exemple jenvisage le cas d’une lame circulaire
ayant la forme d’un arc AB de cercle dangle 2a, de rayon a.
Supposons que f3 soit I'angle de la vitesse du fluide a I'infini
avec la droite AB. La formule
&sing —a

SR B 7)

2

z=-
& - asin

effectue la représentation conforme de larc sur le cercle de
rayon a du plan &. On trouve la formule

asina

P, +iP, = pn{ziCVe"ﬁ + [e"(2vsin(4 - B)

2 2 (8)
__¢ )—e_i“(ZVsin(%+ﬁ)— ¢ )]}

. a sa
as1n2 as1n2

3) M. Lichtenstein a montré cette formule dans le cas des courbes ana-

lytiques: ,Ueber die konforme Abbildung ebener analytischer Gebilde mit
Ecken® Journal fiir die reine und angewandte Mathematik T. 140.



ou V est la valeur absolue de la vitesse et o1 'axe des y positifs
est dirigé vers le centre de l'arc AB.

Streszczenie. W Nocie ogloszonej w r. b. w Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei uzupelnitem wzér na wypadkowa
ci$nien dziatajacych w doskonalej dwuwymiarowej niewirowe;
cieczy na profil zanurzony, uwazajac wyrazy pochodzace od
residuéw funkgji analitycznej nalezacej do profilu, ttémaczac
sprzeczno$¢ z twierdzeniem Kutty i Zukowskiego rezultatu,
ktéry dla profilu laminarnego plaskiego otrzymat p. Cisotti.

Obecnie zajmuje si¢ pewnymi profilami, dla ktérych wy-
stepuja owe residua i obliczam ci$nienia. Obliczam réwniez
momenty, dla ktérych dotychczasowy wzér nalezy réwniez
uzupelni¢ rozwazaniem residuéw.



Alfred Rosenblatt (Krakow)

O regularyzacji problematu trzech cial

(Sur la régularisation du probléme des trois corps).

1. Envisageons trois corps Py, P, P’ de masses mg, m, m' qui
se meuvent constamment dans un plan en sattirant confor-
mément a la loi de Newton. Soient

X = X1 +ix, = PyP,
x' = x| +ixy = PP,

r=|x

>

r'=|x

>

A = x| - |x].



et soient p = p; + ip, et p’ = p| + ip} les quantités absolues de
mouvement. On a les équations canoniques

dx; oH dx; oH

dt —ap; dt ap}

dp; oH dp; oH

dt  ox;. dt  ox!

H:T—U=1(i+i)(pf+p§)
2 mo !

@

1,1 1, )
(oo ) ) + o (Bpipap) @)

2\my
_f(

Dans une Note: ,,Sur la régularisation du probléme plan
des 3 corps” (Rendiconti dei Lincei marzo 1926), j’ai introduit
les deux vecteurs ¢, &’ définis par

x =487 ¥ = (8-, (3)

mom ., mom’  mm’ )
+
r’ A

de sorte que
PP =x' —x=—(&+ &%)

Jai ensuite introduit les vecteurs 7, 7’ remplissant la condition
assurant la canonicité du changement de variable

adé+n'd¢ = pdx + p'dx, (4)



(le trait dénote des quantités conjuguées complexes).
Remplagons le temps t par la variable indépendante u

todt
u= [ —, 5
ftu rr’' A ®)
et introduisons la nouvelle fonction H*
H* =rr'A(H - E), (6)

(E constante de Iénergie). On a

re4aflEE, = (BB,

2 12N ;52 2 (7)
A=(E+87) (B +E.
H* = —r'AE + %{(mio + %)(nf’ +7'E)
(RE +AE)(E - (B -8
+ (2t L) (nb - ') kb E
mo m
+%[(nf%n'f)(ﬁ’f’—ﬁf)g‘f_’(ézf_’z) ®)

T+ (7E 4 E) ('8 - nE)EE (8 - f’z)]}

~ flmom(& + &) (& + EP)(E - FP)(E - &Y
+Amom EEEE(B 1+ 87

+dmm EEEE (8 - 87 (8 - E7).



Les équations canoniques sont alors

de_jom  dE_om
du on du on )

dm __OH* di __ oH*

du 98’ du &
et quatre autres analogues, valables pour les mouvements qui
correspondent a la valeur donnée E de la constante de [énergie.
Lintégrale des aires est

pE-—ngé+ & —7'E =C. (10)

2. On peut au moyen de ces équations étudier facilement les
conditions du choc de deux corps, C étant supposé 0. Suppo-
sons p. ex. que Py et P se choquent, alors & ou &” tend vers
zéro. &, &, 7, ', m' tendent vers des valeurs différentes de
zéro. Nous pouvons développer ces fonctions autour du point
envisagé suivant les puissances de u. Supposons que &, & tendent
vers zéro. On a



E=8u+&5ul+ ..,
E=Eu+&ul+. .,

MT=7g+mu-+...,

T=Tyg+mu+...,
f/_£/+€1u2+ (11)
=&+ &,
E=8+8u+...,

r_ ’
T =Ty mu ..,

I~ )
=y U,
On exprime maintenant o, 7, 7y, 7y en 7, 71, &, &, 7', '

et u et on remplace ces valeurs initiales dans les développements
de &, & par les séries en u obtenues. On obtient les deux séries

suivantes



16
-1 e G o L 2
- 771(5'3 7+ 80 |+ ()5,

= E(mio + a)ﬁ£’3f’3u
R (CR L

- )]+ ()

my

=6 )8

(12)

Eaatt

Développons de méme ¢ — #; suivant les puissances de u, et
remplagons dans les coeflicients les valeurs initiales 7, etc par
leurs développements. On trouv

-t = i[(i + i) ]m‘rf’“f"”uz c(U)e (13)
192 m

Lélimination de u des équations (12) donne la condition

de choc pour ¢ - f; non donné suffisamment petit. Ce serait

donc la condition nécessaire et suffisante pour que les deux

corps Py, P qui a l'instant #, se trouvent suffisamment voisins

puissent se choquer dans un temps suffisamment petit. Il faut



naturellement envisager aussi la seconde condition, que Ion
obtient en échangeant £ et &', Eet &, met i/, et .

Le temps t — #; étant donné suffisamment petit, on aura
deux conditions de choc en éliminant u des 3 équations (12)
et (13). La seconde paire de conditions sobtient en échangeant
encore £ et &' etc.

2. Ou peut obtenir directement les développements (12) en rem-
placant dans les équations (9) & et & par leurs développements
en u et en comparant les coéflicients des puissances diverses
deu.Ona

ZzE, Ly

o .
Z 1y
i1

;r0& dm o0& dn’ oH*
[Qadn | obdTy 0"
on du on’ du on
u.[as,- dn+ . as, dﬂ]zzaH

ordu o du o’

u
(14)

M8 'ZMS

I
—_

i

ou il faut remplacer * etc. par les dérivées de H*.

Streszczenie. W roku zeszlym (marzec 1926) podalem w Nocie
ogloszonej w Sprawozdaniach Rzymskiej Akademji metode
regularyzacji zagadnienia paskiego trzech cial zapomoca prze-
ksztatcenia kanonicznego prostszego od przeksztalcenia, zapo-
moc ktérego p. Levi-Civita w r. 1916 po raz pierwszy dokonat
tej regularyzacji.



Obecnie studjuj¢ te regularyzacje¢ podajac w obranych spot-
rzednych warunki zderzenia si¢ dwdch ciat i redukujac uktad
kanoniczny przy pomocy catek pdl i energji.



P. Sergescu (Cluj)

Lévolution des principes de la mécanique
de Newton a Laplace

(Résumé)

La notion moderne de force est totalement absente de la
mécanique ancienne. Les corps se meuvent — dit Aristote — en
vertu de facultés innées, qui n'impliquent aucune contrainte.
Or, le caractere essentiel de la force moderne est de représenter
une contrainte. Tout le moyen age a travaillé sous I'influence
d’Aristote.

La renaissance de la mécanique met au premier plan quatre
créateurs de la conception moderne: Galilée, Descartes, New-
ton et Leibniz. La pensée de Descartes a des racines profondes
dans le moyen age; son idéal est de créer un nouveau systeme
du monde, pour remplacer celui d’Aristote, qui était trop en
désaccord avec lexpérience. Mais, 'idée méme d’un systeme



du monde appartient au moyen age. Dans la mécanique, De-
scartes postule que tout mouvement se propage seulement par
contact et qu’il n’y a pas d’agents occults. Cest une idée de bon
sens, claire et distincte. La déterminante du mouvement, dans
les calculs, est la quantité de mouvement (mv). La physique
cartésienne a été contestée, avant méme d¥étre achevée. Et cest
ainsi, que le dernier grand systéme du monde seffondre. Les
savants dégus des idées générales, se replient sur les ilots de
certitude scientifique que lon avait.

Cela a entrainé un changement fondamental de la métho-
de scientifique, en mettant dans la vraie lumiére le mérite
immortel de Galilée, créateur de la méthode expérimentale.
Car, lexpérience seule, quantitative, pouvait fournir certains
résultats précis, que lon pouvait considérer comme base solide
de la science; tous les systémes du monde, y compris le car-
tésien, construits sur des hypotheéses qualitatives, avaient fait
faillite.

Il manquait encore le concept moderne de force, pour avo-
ir notre mécanique. On le trouve pour la premiére fois chez
Roberval, qui n’a pas pu lexploiter jusqu'au bout, faute d’appui
mathématique suffisant. En effet, la notion de fonction et le
calcul infinitésimal nétaient pas encore connus a cette époque.
Clest a peine en 1684 que les immortelles Principia de New-
ton établissent la théorie de l'attraction universelle. Cette force,
qui agit a distance, a trouvé un accueil trés hostile. Grace aux
cartésiens, on était habitué a n'accepter que des idées de bon
sens. Or, une action a distance avait un peu trop lair d'un agent



occulte de Iécole aristotélienne. La résistance est devenue enco-
re plus grande, quand les succésseurs de Newton comme Keil,
ont multiplié les agents mystérieux, en expliquant la cohésion,
[¢élasticité, etc. par des causes analogues a l'attraction universel-
le. Ces exagérations expliquent pourquoi les mathématiciens
du continent se sont tenus trés longtemps loins du systeme
cartésien. Encore en 1727, Académie des Sciences de Paris,
mettait au concours un sujet sur les tourbillons de Descartes. Si
lécole de Descartes sest éteinte, vers le milieu du XVIII® siecle,
cela est di au fait que les cartésiens nétaient pas, en général,
des mathématiciens éminents; de plus, la théorie de Newton
permettait dobtenir des résultats tres brillants, qui attiraient
vers elle les jeunes chercheurs.

Le grand mérite davoir rendu accéptable la mécanique
newtonienne sur le continent revient a Leibniz. Cest lui qui
a trouvé la base philosophique de la notion de force attracti-
ve. Iévolution de Leibniz, au point de vue des principes de la
mécanique est trés curieuse. Dans sa jeuuesse, il était du méme
avis que Descartes sur la nécessité des explications de bon sens,
donc de la transmission du mouvement par contact. Mais en
méme temps, il avait une violente polémique avec Descartes
sur les questions de détail. Leibniz considérait la force vive
(mv*) comme déterminante du mouvement, par opposition
avec Descartes (qui considérait mv). Cest Huyghens qui a con-
cilié les deux théories, en remarquant que Descartes soccupait
des chocs et Leibniz des forces ordinaires, de sorte que tous les
deux avaient raison.



Vers sa vieillesse, Leibniz entre en polémique avec Newton
a propos de I'invention du calcul infinitésimal. Mais, en méme
temps, il rend compréhensible, au point de vue philosophique,
'idée d’action a distance, donc la mécanique newtonienne.
Clest cette circonstance qui explique pourquoi la codifica-
tion de la mécanique rationnelle au XVIII® siécle est due surtout
aIécole suisse et allemande sous I'influence directe de Leibniz
(les Bernoulli, Euler, Wollf). Il faut y ajouter Clairaut. Euler a
donné un exposé presque définitif de la mécanique classique.
En méme temps que ce travail de systématisation, on rema-
rque une tendance détude des principes. Cest vers le milieu
du XVIII® siécle que D’Alembert énonce le principe que dans
tout mouvement, le travail des forces agissantes est égale au
travail des forces d’inértie. Maupertuis énonce le principe de la
moindre action, qui a causé un trés grand enthousiasme dans le
monde scientifique. C¥était le premier essai d’introduire I'idée
de Iéconomie de leffort dans la nature, dans une science exacte.
Le couronnement de la mécanique rationnelle a lieu vers
le commencement du XIX siecle, avec Lagrange et Laplace.
Lagrange généralise la notion de force, en introduisant la force
de liaison, le potentiel; au lieu du point matériel, il considére
comme point de départ de sa mécanique les systémes de points.
11 établit toute la statique sur le principe des vitesses virtuelles;
gréce au principe de D’Alembert - dont on navait pas compris
toute la portée lors de sa découverte — Lagrange réduit la dyna-
mique a la statique. Ceest ainsi qu’il crée la mécanique analytique,
derniére expression, parfaite, de la mécanique newtonienne.



Laplace marque un point de vue nouveau. Il applique la
mécanique rationnelle aux mouvements célestes en donnant la
confirmation compléte de la théorie newtonienne; il étudie tous
les mouvements jusque dans les moindres détails, en faisant
intervenir aussi la nature physique dans les problémes de la
mécanique. Enfin, il introduit le principe statistique, le calcul
des probabilités, dans Iétude du mouvement.

Avec Lagrange et Laplace, la mécanique newtonienne a
dit son dernier mot, en devenant une science définitivement
établie.

La communication présente a été provoquée par le fait quen
1927 on a commémoré deux cents ans depuis la mort de New-
ton (20 Mars 1727) et cent ans depuis la mort de Laplace (5
Avril 1827). P. Boutroux a consacré son cours du College de
France aux Principes de la mécanique et de l'astronomie depuis
Pantiquité jusqua Laplace. La mort prématurée I'a empéché de
rédiger son beau cours.



Wladystaw Slebodzinski (Poznan)

Kilka wlasnosci grawitacyjnego pola
statycznego

Niechaj wzér
ds* = f2dt* - do*
okresla element linjowy §wiata w grawitacyjnem polu statycz-

nem (S); we wzorze powyzszym symbol do? oznacza dodatnig
forme kwadratowg

3
> gikdxidxy,
ik=1

ktorej spétczynniki gji, jak i funkeja f, sa niezalezne od zmien-
nej t.



Twierdzenie 12. Rownania rézniczkowe promieni Swietlnych
i trajektoryj punktu swobodnego w polu (S) mozna otrzymad
z tego samego réwnania

Sf\} —+C Z gikdxidxy =0,
-1

w ktérem a oznacza dowolng stalg; w pierwszym przypadku
nalezy przyjgé C = 0, w drugim C = —%,

Twierdzenie 13. Jezeli promieni Swietlny i trajektorja punktu
swobodnego wychodzg z tego samego punktu i w tym samym
kierunku, to obie te linje posiadajg w tymze punkcie wspélne
tréjsciany Freneta i réwne skrecenia, a stosunek ich krzywizn jest
niezalezny od wyboru kierunku.

Twierdzenie 14. Jezeli w pewnem polu statycznem promienie
Swietlne sq krzywemi plaskiemi, to trajektorje punktu swobodne-
go posiadajqg te samg wlasnos¢, i nawzajem.



Twierdzenie 15. Jedyne pola statyczne, w ktérych promienie
swietlne sq krzywemi plaskiemi, sq okreslone wzorami

k.
Z)

do* =z*(dx* +dy* +dZ*), f= (A)

r-—uo

>

(B)

do* = r*(d9* +sin® 9d¢?) + g, f=c
r-a

(rozwigzanie Schwarzschilda)

do? = r*(d9* + sin h29dg?) + Ltdrz, k21
o — r

©

we wzorach powyzszych symbole «, ¢, k oznaczajg state.

Leon Lichtenstein (Lipsk): O prawie Newtona" . Ob. Math.
Zeitschr. 27 (1928), str. 607-622.

Izydor Blumenfeld (Lwéw): 1. O zasadzie Gaussa. 2. O pew-
nym twierdzeniu dynamicznym p. Krod.

Jan Weyssenhoff (Wilno): O konkretnym znaczeniu spot-
czynnikow g w teorji grawitacji.

Bohdan Babski (Kepno): Metody matematyczne w ubezpie-
czeniach spotecznych.

J. Splawa-Neyinan (Warszawa): Podstawowe zagadnienia
statystyki matematycznej.

D" Odczyt wygtoszony w Sekcji Ogolnej.



Dzial VI. Dydaktyka matematyki



Antoni Lomnicki (Lwéw)

O programach nauczania matematyki
obowigzujacych obecnie w gimnazjach
Rzeczypospolitej Polskiej

Celem niniejszego referatu jest krytyczne oméwienie pro-
gramow nauczania matematyki obowigzujacych w naszych
gimnazjach, wywolanie jak najobszerniejszej dyskusji i przygo-
towanie wnioskéw zmierzajacych do gruntownej rewizji i re-
konstrukeji tych programéw. Do postawienia tej kwestji na
porzadku dziennym obrad Pierwszego Polskiego Zjazdu Mate-
matycznego sklonit nas niezaprzeczony, znany nam wszystkim
nadto dobrze fakt a mianowicie powszechne niezadowolenie
z istniejacych programow.

Godzimy sie, jak sadze, wszyscy na zasade, ze zmiana pro-
graméw nauczania powinna si¢ odbywac droga ewolucji, cho-
ciazby dlatego, ze nauczycielstwo musi sie do nowych rzeczy
przygotowal i wyprobowac je odpowiednio. Poniewaz jednak
do wskrzeszonego naszego Panstwa weszly trzy odmienne tra-



dycje nauczania pochodzace z trzech réznych zabordw, przeto
Komisja Programowa staneta wobec doé¢ trudnego zadania:
badzto pogodzenia tych trzech tradycyj przez wybranie z kaz-
dej z nich tego, co w niej bylo najlepsze, badzto wybrania jed-
nej, najlepszej. Z tych trudnoéci wybrneta Komisja w sposéb
iScie Salomonowy: wybrala czwartg tradycje: wloska (zwlasz-
cza dlg programéw geometrji). Zapatrzeni w mile dla $cistego
matematyka wzory wloskie stworzyli autorowie programéw
rzecz dla umystéw mlodziezy zupelnie niestrawng. Podeptano
w ten sposob zasade ewolucji w dydaktyce i dokonala sie daleko
idaca rewolucja w planach nauczania. Wady nowego ustroju
siegaja tak gleboko, ze nie dadza si¢ usunaé ewolucyjna droga
powolnego nawrotu, — jak to usiluje czyni¢ obecny Wydziat
Programowy, lecz nalezy si¢ uciec do kontrrewolucji, tj. do
gruntownej zmiany nowych programéw w kierunku powrotu
do dawnych wyprobowanych metod i do dawnego materjatu
nauczania.

Nie zadawalajg nas przedewszystkiem cele nauczania mate-
matyki wytkniete przez programy na samym wstepie. Wedlug
planéw nauka matematyki i to nawet w typie matematyczno-

-przyrodniczym ma cele wytacznie formalne: 1) Wdrozy¢ ucznia
do $cistego rozumowania dedukcyjnego. 2) Przyzwyczai¢ go
do dostrzegania zwigzkéw funkcjonalnych... 3) Rozwinaé jego
intuicje geometryczna... 4) Wyrobi¢ sprawno$¢ w stosowaniu
matematyki elementarnej do zagadnien. Niema za$ zupelnie
mowy o tem, aby da¢ uczniowi pewien realny, trwaly zaséb
wiadomoféci, aby go nauczy¢ rachowac¢ i przeksztalcaé wyraze-



nia algebraiczne, aby go nauczy¢ najwazniejszych twierdzen
geometrycznych i arytmetycznych. Sadzimy, ze ,wdrozenie do
$cistego rozumowania dedukcyjuego’, ,dostrzeganie zwigzkow
funkcjonalnych’, ,rozwiniecie intuicji geometrycznej” i ,,spraw-
noé¢ w ujmowaniu zagadnien w forme matematyczng” — wynik-
ng juz same przez si¢ jako uboczne produkty przy nauczaniu
matematyki, nie moga za$ by¢ jedynym i najistotniejszym celem
tej nauki. Dlatego tez sadzimy, ze odpowiedniejszem sformuto-
waniem cel6w nauczania matematyki bytoby np. nastepujace:

Celem nauczania matematyki jest zrozumienie i przyswoje-
nie sobie zasadniczych wiadomosci z matematyki elementarnej,
wprawa w operowaniu symbolami matematycznemi i umiejetne
stosowanie zdobytych wiadomosci do zagadnie z innych dzie-
dzin nauki i z Zycia codziennego.

W kazdym razie tendencje planéw w kierunku daleko idace-
go szkolenia miodziezy w subtelnych abstrakcjach nalezy silnie
zmodyfikowac.

Uprawianie osobno geometrji ,,czystej’, niemetrycznej, a o-
sobno metrycznej uwazam uwazam za drugg zasadnicza wade
planéw. Mozna podziwiaé¢ Grekow, ze obchodzili si¢ bez aryt-
metyki i algebry, mozna sie lubowa¢ w pigknych rozwazaniach
Euklidesa z teorji proporcji lub z teorji rownowaznosci figur
ale o wiele bardziej interesujacym i waznym jest fakt, ze istnie-
je doskonata odpowiednio$¢ miedzy zbiorem liczb a zbiorem
punktéw. Wszakze wlasnie nowoczesne postepy geometrjiiana-
lizy polegaja na tem $cistem zespoleniu si¢ tych dwdch dzialéw
nauki. To wigzanie faktéw geometrycznych z arytmetycznemi



ulatwi uczniowi rozumowania i rozszerzy jego horyzonty. Na-
lezy wiec jak najczesciej wykazywac ten zwigzek i korzysta¢
z niego przy kazdej nadarzajacej si¢ sposobnosci. Uwiencze-
niem takiego pojmowania nauczania matematyki powinna by¢
systematyczna, do$¢ obszerna nauka geometrji analitycznej,
ktora lepiej przygotuje ucznia do analizy wyzszej i do ,,stosowa-
nia matematyki do zagadnien z innych nauk” anizeli subtelne
rozwazania zwigzane z pojeciem granicy. Latwo zreszta stwier-
dzi¢, ze mlodziez chetniej sie zajmuje geometrja analityczng,
anizeli trygonometrjg — nie méwigc juz o ,,réwnowaznosci” lub
o0 ,proporcjach geometrycznych” Sadzimy zatem, ze pozadane
jest: wyrazne i czeste akcentowanie metrycznych wlasnosci figur
geometrycznych i rozszerzenie programu geometrji analitycznej.

Jako konsekwencje takiego punktu widzenia wynikajg dal-
sze modyfikacje planéw w tych dziatach, ktore sprawiaja najwie-
cej trudnosci zaréwno uczacym jak i mlodziezy, a mianowicie:
w teorji rownowaznosci figur i w geometryczne;j teorji propor-
cyj.

I tak przy nauce o pomiarze p6l nalezy odrazu stang¢ na sta-
nowisku geometrji metrycznej i przeprowadzaé wszystkie rozu-
mowania dawng, tradycyjna, dobrze nam znang z lat szkolnych
metoda — oczywiscie po omdéwieniu poprzedniem stosunkéw
i proporcyj. Natomiast nalezy zaniecha¢ wszystkich subtelnych
rozwazan teoretycznych zwigzanych z teorjg réwnowaznosci
zwlaszcza, ze nie potrafimy w szkole $redniej udowodni¢ pod-
stawowego dla tej teorji twierdzenia de Zolte’a i musimy wpro-
wadza¢ ucznia w blad podajac, ze to twierdzenie jest pewnikiem



(pewniki pojmujemy tutaj jako uklad zalozen dostatecznych
i niezaleznych). Nie znaczy to, aby nalezalo pomija¢ nauke
0 ,zamianie figur na réwnowazne”: te bowiem zagadnienia
sg interesujgce i majg nawet praktyczne zastosowania. Unika¢
tylko nalezy subtelno$ci teoretycznych w kwestjach, ktdre sg
dla ucznia oczywiste.

Proponujemy zatem przestanie Wydziatowi Programowe-
mu nastepujgcego wniosku:

L. Nalezy usung¢ z nauki geometrji w szkole Sredniej teorje
réwnowaznosci figur.

Podobne stanowisko nalezy zaja¢ wobec geometrycznej
teorji proporcyj. Odrazu nalezy zastapi¢ odcinki ich liczba-
mi wymiarowemi (miarami) i wprowadzi¢ odrazu proporcje
liczbowe. Zabawa w proporcje geometryczne kosztuje za wiele
czasu i wysitku a ponadto wprowadza nietad, przesuwajgc w tok
planimetrji caly obszerny rozdziat stereometrji celem wypro-
wadzenia twierdzenia Desarguesa. (Nawiasowo nadmienimy,
ze te karkolomne skoki w programach nie s wcale niezbedne,
albowiem mozna poda¢ dowdd twierdzenia Desarguesa bez
rozwazan stereometrycznych).

Proponujemy wiec przestanie Wydzialowi Programowemu
nastepujacego wniosku:

II. Nalezy usung( z nauki geometrji w szkole sredniej geome-
tryczng teorje proporcyj; wyktadu planimetrji nie nalezy przery-
wal ustegpami poswieconemi stereometryji.

Niespokojny, rwany tok nauki jest znamienng cecha no-
wych planéw we wszystkich dziatach. I tak nauke o kole rozdzie-



lono na dwie czgsci: wstepna i systematyczng, przegrodzone
rozdzialami zupelnie innej tresci. Przedwczesne omawianie
zasadniczych wlasnosci kota zmusza do wprowadzenia niepo-
trzebnych dwdch pewnikéw, §ladem nie bardzo fortunnego
pomystu znakomitego zreszta matematyka wloskiego Enriqu-
esa. Trygonometrja jest rozerwana na trzy czeéci, podobnie
stereometrja. Wada programu jest réwniez niezdecydowane
stanowisko wobec pewnikéw geometrji. Plany powinny roz-
trzygnaé w niedwuznaczny sposéb: a) czy nalezy wprowadzad
system pewnikow: b) jakiego systemu pewnikéw nalezy uzy¢
i ¢) kiedy ten system nalezy poda¢, czy na poczatku nauki czy
na koncu przy rekapitulacji materjalu w klasie najwyzszej. Zo-
stawienie dowolnosci w tym punkcie prowadzi do tego dziwacz-
nego zjawiska, ze kazde gimnazjum musi sie postugiwa¢ innym
systemem pewnikow a nawet dwa gimnazja w tem samem mie-
$cie bedg wyznawaly odmienne systemy pewnikow. Grzech to
widoczny przeciwko jednolitosci nauki w calej Rzeczypospoli-
tej.

Nadmiernie wiele uwagi poswiecono dyskusji tréjmianu
i rownan kwadratowych. Trzeba wiekszy nacisk polozy¢ na
opanowanie samego algorytmu i na uktadanie réwnan a dysku-
sje przeprowadza¢ tylko sporadycznie na charakterystycznych
specjalnie do tego si¢ nadajacych przykladach, nie bardzo za-
witych.

Wprowadzenie w klasie VII pojecia granicy bez dalej idg-
cych zastosowan (do rachunku rézniczkowego i catkowego) nie
jest rowniez pomystem fortunnym. Wystarczy oméwic to poje-



cie w bardzo skromnych rozmiarach i to dopiero w klasie VIII
przy powtarzaniu materjatu, syntetyzujac i uscislajac rozmaite
poznane poprzednio fakty i wskazujac na dalsze zastosowania.
Moze kiedys$ przy innem ugrupowaniu materjalu naukowego
i przy przyspieszonem tempie w poszczego6lnych dziatach nauki
bedzie mozna rozszerzy¢ materjat nauki matematyki w szkole
$redniej przez wprowadzenie zasad rachunku rézniczkowego
i calkowego i ich interesujacych zastosowan. Wtedy oczywiscie
wyklad ten trzeba bedzie poprzedzi¢ systematycznem oméwie-
niem granicy. Przy obecnym stanie nauki dzial ten jest trudny,
niewdzigczny i wydaje si¢ uczniowi niepotrzebna abstrakeja.

Przez opuszczenie niepotrzebnych w szkole $redniej a trud-
nych dzialéw (np. teorja rownowaznosci i geometryczna teorja
proporcyj) i przez systematyczniejsze uporzagdkowanie poroz-
rzucanych dzialtéw zyska sie¢ tyle na czasie, Ze bedzie mozna
rozszerzy¢ programy w innych interesujacych dziatach jak np.
w geometrji analitycznej, w kombinatoryce wraz z zasadami
rachunku prawdopodobienistwa a moze i w analizie wyzsze;.

Nasuwa sie tu tyle kwestyj zasadniczo waznych, ze byto-
by pozadanem, aby Zjazd wylonit obszerng komisje, ktoraby
przygotowata projekt zmian w obecnych planach i zajela sie
opracowaniem zupelnie nowego, racjonalnego planu nauczania
matematyki na przyszlosc.



Edward Bieganski (Lowicz)

Dowdd twierdzenia o stosunku
przekatnych czworoboku wpisanego
w kolo

Oznaczenia: czworobok ABCD, AB=a,BC=b,CD =,
DA = d, E = punkt przeciecia przekatnych.
Z podobienstwa tréjkatow

BCEiADE, dalej CDEi ABC

Przytoczony tu dowdd rézni sie od stosowanych dotychczas dowodow
tem, iz jest oparty li tylko na podobienstwie dwu par tréjkatéw utworzonych
z bokéw i odcinkdw przekatnych czworoboku. Dowdd ten opublikowatem
w r. 1915 w miesieczniku » MaTtemaruueckoe O6po3oBanue« Nr. 29 (w Mo-
skwie).
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Wiladyslaw Mickiewicz (Zamosc)

Obecna szkota ogdlnoksztalcaca,
program matematyki w niej i pozadane
Zmiany

Lavancement, le
perfectionnement des
mathématiques sont liés a la
prospérité de I'Etat.

Napoléon.

Program roku 1926 rozréznia trzy wydzialy gimnazjum:
matematyczno-przyrodniczy, humanistyczny i klasyczny. Iloé¢
gimnazjow klasycznych jest mata. Program matematyki w pierw-
szym i drugim typie gimnazjéw zbudowany jest na takich za-
sadach (,,cel nauczania”), ze ,wyrobienie sprawno$ci w stoso-
waniu matematyki elementarnej do zagadnien, zaczerpnietych



zinnych nauk oraz ze zjawisk Zycia codziennego” znalazlo si¢ na
czwartem miejscu, podczas gdy inne cele zajmuja pierwsze miej-
sca. Podstawa programu algebry jest dyskusja réwnan. Geome-
trja otrzymata program tak zwany fuzjonistyczny. Wreszcie naj-
oryginalniejszy jest program trygonometrji, w ktérym oddzielo-
no nauke o tréjkatach prostokatnych od nauki o tréjkatach uko-
$nokatnych, a miara teoretyczna katéw znalazla si¢ na samym
koricu w VIII¥ klasie. W klasie VI gimnazjum humanistyczne-
go musimy prawie na poczatku roku nauczy¢ rozwigzywania
trojkatéw prostokatnych, a zaledwie w klasie VII® przechodzi-
my logarytmy. Niema wcale w programie kreslenia geometrycz-
nego, mamy za$, a w wydziale matematyczno-przyrodniczym
nawet w obszernym zakresie, geometrje wykreélng. Niema
w programie poczatkdéw rachunku rézniczkowego i calkowego.

Jako podstawe naszych rozwazan w pewnych razach przyj-
miemy nowe programy szkot srednich we Francji, tak zwane
programy lat 1923 i 1925 wraz z instrukcja roku 1925, ktére
stanowig ostatni rezultat pedagogicznej mysli francuskie;j.

Plan nauki jest utozony z wielkg precyzja. Najwazniejszy jest
dla nas program matematyki i fizyki z chemja. Otéz program
ten jest zupelnie jednostajny w klasach drugiej do siddmej obu
wydzialéw. Réznica jest tylko w programie klasy 6smej, gdyz na
wydziale filozoficznym na matematyke i fizyke z chemja prze-
znaczono odpowiednio tygodniowo 2 i 3 godziny, na wydziale
za$ matematycznym 9% i 4% godziny.

Widzimy znaczne rozczarowanie co do tak zwanej dyskus;ji.
Badanie réwnan stopnia drugiego nalezy obecnie do kursu



klasy VII. Instrukcja 1925 roku méwi tak: ,W algebrze, stu-
djowanie tréjmianu i zastosowanie do zadan stopnia drugie-
go doszlo do wielkiej doskonatosci. Nalezy jednak ubolewa,
ze cze$¢ mechaniczna odgrywa tu tak wybitng role i ze mysl
o przyszlych egzaminach wypacza czasami logike nauczania,
zbyt jednostronnie oznaczajac porzadek dyskusji” i t. d. (p. 168).

W klasie VIII® na wydziale filozoficznym we Francji prze-
chodzg poczatki rachunkéw rézniczkowego i catkowego, a na
wydziale matematycznym, précz tego, powtarzaja cala mate-
matyke i biorg: trygonometrje, z geometrji — o przeksztalcaniu
figur i o przecigciach stozkowych, geometrje wykreslna, kine-
matyke, statyke.

Bardzo doktadne instrukcje z dnia 2 wrzesnia 1925 roku
wyjasniaja pewne szczegoly, ktore dotycza nauczania matema-
tyki. Wielkg uwage zwraca sie na rachunek pamieciowy, tak
u nas zaniedbany. W klasie trzeciej juz mamy zadania, kté-
re daja rownania stopnia pierwszego. Geometrja zaczyna si¢
w klasie czwartej. Nie zostala przyjeta metoda fuzjonistyczna,
chociaz powstata ona we Francji (Gergonne, Mahistre, Char-
les Méray). O radjanie uczen francuski dowiaduje si¢ w klasie
szdstej w rozdziale geometrji ,,0 kotach” Instrukcja nakazuje
¢wiczy¢ uczni w uzywaniu instrumentdéw, gdy tylko to moze
nastapi¢, zaczynajac od klasy czwartej; oczywiscie chodzi tu
o kreslenie geometryczne. Rozdzial o logarytmach uczniowie
przechodza w siddmej klasie przed zaczeciem trygonometrji.

To, co$my przytoczyli, zmusza do sformulowania szeregu
wnioskow:



Program matematyki musialby odpowiada¢ nastepujacym

wymaganiom:

a)

d)

e)

we wszystkich dzialach matematyki program winien by¢,
o ile mozna, zupelnie jednostajny w odpowiednich klasach
wszystkich typow szkol, procz klasy 6smej szkot srednich,
gdzie réznice programéw moznaby wprowadzi¢ w obszer-
nym zakresie;

w kazdym dziale program winien by¢ zupelnie konkretny,
majac na wzgledzie, iz uczen, konczacy szkote srednia i na-
wet powszechng, musi gléwnie i przedewszystkiem mie¢
wyrobiong zupelng sprawno$¢ w stosowaniu nabytej wie-
dzy do wszelkiego rodzaju zagadnien teoretycznych lub
praktycznych;

uczen, ktéry konczy trzy klasy szkoly $redniej, winien grun-
townie przestudjowa¢ arytmetyke; w nizszych klasach me-
toda nauczania arytmetyki powinna by¢ genetyczna, lecz
nie aksjomatyczna;

program algebry musi wigcej uwzglednia¢ dzialy, majace
zastosowanie praktyczne, zwracajac znacznie mniej uwagi
na tak zwang dyskusje. W najwyzszym stopniu natomiast
byltoby pozadane wprowadzenie poczatkéw rachunkow réz-
niczkowego i calkowego;

program geometrji winien by¢ zupelnie zmieniony z odrzu-
ceniem metody fuzjonistycznej. Nalezy wprowadzi¢ kresle-
nie geometryczne, geometrje za$ wykreslng nieco ograni-
czyé;



f) program trygonometrji winien by¢ ulozony racjonalnie, tak
aby uczen dowiedzial si¢ o istnieniu radjanu na poczatku
kursu (lub, jeszcze lepiej, w odpowiednim dziale geometriji).
Niema potrzeby oddziela¢ studjowanie tréjkagtow prosto-
katnych od studjowania tréjkatéw ukosnokatnych.



Waclaw Myslicki (Grodno)

Wykres funkcji kwadratowej z jednym
parametrem zmiennym i dyskusja
niektorych zadan, ktérych rozwiazanie
prowadzi do rownania kwadratowego

Wykres funkcji kwadratowej z jednym parametrem zmien-
nym y = f(x) mozna uskutecznial w sposob nastepujgcy:
odnajdujemy miejsce geometryczne wierzchotkéw zbioru pa-
rabol, wyznaczonych dang funkcjg, rugujac z uktadu réwnan
xo = f(m)1iym, = fi(m) zmienny parametr m. Otrzymamy za-
lezno$¢ y, = f(x0), ktéra przedstawia miejsce geometryczne
wierzchotkéw parabol, wyznaczonych zaleznoscia y = f(x).

Wykresliwszy to miejsce geometryczne wierzchotkéw para-
bol, bierzemy pod uwage zaleznoé¢ xo = f(m) i rozwigzujemy
ja co do m. Otrzymamy m = fi(xo) i uktadamy tabelke zmien-
noéci tej zalezno$ci.

Wypisujemy wartoéci parametru dla odpowiednich wierz-
chotkéw parabol na linji wierzchotkéw tych parabol.



Biorac pod uwage spétczynnik przy x* i wyraz wolny danej
funkcji y = f(x), mozemy wykre$la¢ poszczegdlne parabole.

Punkty przeciecia sie poszczeg6lnych parabol z osig x-6w
dadzg pierwiastki funkcji.

Przy wykresie niektorych funkcyj mozna wprowadzi¢ uprosz
czenia i ulatwienia, a mianowicie tych, ktére maja punkty stale
(tj. punkty, przez ktére przechodzg wszystkie parabole danego
zbioru).

By funkcja kwadratowa miata na wykresie punkty state,
wystarczy, aby spotrzedne tych punktéw nie byly zalezne od pa-
rametru; spotrzedne te odnajdujemy w ten sposob, iz bierzemy
parametr przed nawias i wyrazenie w nawiasie przyrownujemy
zeru. Stad odnajdziemy odciete statych punktow; wstawiajac
za$ zamiast x otrzymane warto$ci odcietych odnajdziemy od-
powiednie rzedne.

Majac stale punkty, fatwo wykreslimy funkcje kwadratowa
y = f(x) ilatwo na podstawie wykresu zbadamy pierwiastki
tej funkcji dla réznych warto$ci parametru.

Autor podaje kilka przyktadéw dyskusji zadan przy pomocy
wykresow.



Karol Grycz (Cieszyn)

Nauczanie matematyki we wspolczesnej
Austrji

(Streszczenie)

Komunikat jest oparty na lekturze odpowiednich czaso-
pism dydaktycznych i na spostrzezeniach dokonanych w czasie
zwiedzania $rednich Zakladéw w Wiedniu w maju 1927 .

Na wstepie wypowiadam kilka zdan o organizacji szkolnic-
twa $§redniego we wspdlczesnej Austrji.

Przechodzac do nauczania matematyki, poréwnuje mater-
jal naukowy w szkotach $rednich w Polsce, z materjatem w od-
powiednich szkotach w Austrji.

Gléwng trescig komunikatu jest metodyka nauczania. Wy-
jasniam na czem polega stosowanie metody szkoty pracy przy
nauczaniu matematyki we Wiedniu i wyprowadzam wnioski
dotyczace nauczania matematyki w Polsce.



Otton Nikodym (Krakdéw)

O nauczaniu nieréwnos$ci w wyzszych
klasach szkoly $redniej

Celem nauczania matematyki w wyzszem gimnazjum jest
stopniowe wprowadzenie ucznia w $wiat myslenia pojeciowego.
W szczeg6lnosci, nalezy uczniéw przyzwyczai¢ do porzadnej
dedukgji. Nie znaczy to, by wszystkie twierdzenia nalezato po-
rzadnie w szkole udawadnia¢; na to niema czasu, — zresztg nie-
ktore dowody bylyby za trudne. Duzo twierdzen musi si¢ czgsto
poda¢ bez dowodu a tylko niektore, mianowicie dajace sie fatwo
i prosto udowodni¢, nalezy poprze¢ odno$nym, dobrze prze-
mys$lanym dowodem. Tzw. pseudo-dowody, od ktdérych roja
sie podreczniki szkolne - sg bardzo szkodliwe, gdyz hamuja
rozwoéj umystowy ucznia.

Ponizej wskaze dziedzine, w ktérej mozna bardzo porzad-
ne dowody poda¢ uczniom - co wiecej, mozna ja przedstawi¢
w postaci aksjomatycznej i to nawet na do$¢ niskim poziomie
rozwoju umystowego uczniow: w klasie IV'®/ gimnazjalne;.



Ze tak jest istotnie, miatem sposobno$¢ przekona¢ sie do-
$wiadczalnie, uzyskujac u przeszto 70% uczniéw zupelnie wy-
starczajace zrozumienie rzeczy.

Dziedzing tg jest teorja nieréwnosci, przez co rozumiem
teorje zwigzkéw majacych postaé a < b, b > a, a rozpatrywang
w zakresie liczb wzglednych utamkowych (ktére oprécz liczb
utamkowych dodatnich i ujemnych, obejmuja tez liczbe 0).

Zanim przystapie do wylozenia wlasciwej rzeczy, musze
poda¢, jakie wiadomosci i dyspozycje uczniowie muszg posia-
da¢, by mozna byto przystapi¢ do uczenia teorji nieréwnosci
ponizej przedstawiong metoda.

Zakladam, ze oprécz rozumienia istoty czterech dziatan na
liczbach wzglednych ulamkowych, uczniowie znajg i umieja
stosowa¢ zasadnicze prawidla przeksztalcania wyrazen aryt-
metycznych (w omawianym zakresie liczb). Dla wyjasnienia
nadmieniam, ze przeksztalci¢ wyrazenie dane znaczy napisaé
nowe wyrazenie o tej samej wartosci. Oto gléwne prawidla prze-
ksztalcen: prawidlo opuszczania nawiaséw, przemiennosci wy-
razéw w wielomianie, mnozenia wielomianu przez wielomian,
redukcji wyrazéw podobnych, redukcji utamkéw o réwnych
mianownikach.

Po drugie zakladam, ze uczniowie znajg zasadnicze twier-
dzenia o réwnosciach prawdziwych. Np. Jezeli w réwnosci praw-
dziwej przeksztalcimy jedna lub obie strony, wéwczas nowa,
otrzymana réwnos¢ bedzie takze prawdziwa. Pozostate twier-
dzenia dotycza dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia



obu stron nieréwnoéci prawdziwej przez jedne i te same liczbe
(wzglednie przez wyrazenia, majace réwne warto$ci).

Po trzecie zakladam znajomo$¢ praw formalnych, rzadza-
cych réwnoscig: symetrja, zwrotnoéé, przechodnio$é.

Co do dyspozycyj logicznych, zakladam, Ze uczniowie udo-
wadniali juz twierdzenia geometryczne (nawet tzw. ,,0czywi-
ste”), ze wiedza, co to jest zalozenie a co teza. Zakladam, ze
wiedza, co to znaczy oprzec sie na jakiem$ twierdzeniu; dalej,
ze wiedzg, iz nie wolno oprze¢ si¢ na twierdzeniu, ktdre nie
byto wykazane lub wyraznie przyjete bez dowodu. Zakladam
dalej, ze wiedza, iz definicja stowa, znaku lub zespotu znakéw
jest to umowa® dotyczaca znaczenia tego znaku lub zespotu
znakéw. W koncu zakladam, ze uczniowie umiejg poprawnie
zastosowal wyzej podane ogdlne twierdzenia arytmetyczne do
przykladéw szczegélnych.

Metoda uczenia nie ma polegaé na wykladzie lecz na roz-
mowie z uczniami, ktdrzy powinni by¢ przyzwyczajeni do swo-
bodnego wypowiadania si¢, do interpelacji, do zapytania si¢
o kazdy niejasny dla nich szczeg6l. Nauczyciel wstrzymuje sie
zupelnie od klasyfikacji w czasie przerabiania nowej lekcji, mo-
wi powoli, wyraznie i nie za wiele, jest cierpliwy i nigdy nie
gniewa si¢ na ucznia, gdy odpowie zle lub niedorzecznie: raczej
dyskutuje z nim.

Jeszcze jedna uwaga: zadne tzw. liczby ,,og6lne” nie istniejg

U a nie za$ jakis opis pojecia za porednictwem genus proximum i diffe-
rentia specifica.



(w nauce szkolnej) podobnie jak niema zadnych ,,0goélnych”
punktéw w przestrzeni; wszystkie liczby sg szczegdlne jakkol-
wiek moga by¢ oznaczone literami.

Obecnie przystepuje do rzeczy wlasciwej, ktorg przedstawie
w szkicu, uzywajac takiego (mniejwiecej) jezyka, jakim nale-
zy przemawia¢ do uczniéw. Jasna jest rzecza, ze wszystko, co
nastapi, powinno by¢ opracowane szczegdtowo i rozszerzone
pytaniami ¢wiczebnemi. - Teorja zajmie dwa do trzech tygodni
czasu, liczac 3-4 godziny tygodniowo.

Dotychczas uzywalismy liter na oznaczenie liczb. Obecnie
umowmy si¢ oznacza¢ literami tez wyrazenia arytmetyczne,
majace warto$¢. Np. wyrazenie 3 — 2 - % + 7, bedziemy mogli,
gdy tylko zechcemy, oznaczy¢ jaka$ litere np. a. Natomiast % nie
bedziemy oznaczali zadna litera, gdyz forma ta nie ma zadnej
wartosci Ta sama litera oznaczaé bedzie jednakie wyrazenie;
rézne litery - rézne lub jednakie wyrazenia. Uméwmy si¢ mo-
wi¢, ze wyrazenie jest dodatnie, jezeli warto$¢ jego jest dodatnia;
ze jest ujemne, jezeli wartos$¢ jego jest ujemna. Aby zaznaczyé¢,
ze wyrazenie a jest dodatnie, uméwmy si¢ pisa¢ a dod.; aby
zaznaczyé, ze b jest ujemne, uméwmy sie pisa¢ b uj —a dod., b
uj. s3 to zdania, ktére moga by¢ prawdziwe albo falszywe.

Jestesmy przekonani, ze

L. jezeli a dod., a = a’ wéwczas a’ dod.
I1. jezeli a uj., a = a’, wéwczas a’ uj.
III. jezeli a dod., wéwczas —a uj.
IV. jezeli a uj., wowczas —a dod.



V. jezeli a dod. oraz b dod., wowczas a + b dod.
VI. jezeli a dod. oraz b dod., wowczas a.b dod.
VIL jezeli a dod., wowczas + dod.
VIII. O kazdem wyrazeniu a (majacem warto$¢) mozna powie-
dzie¢ ze zawsze zachodzi jedna ale tylko jedna z trzech
mozliwosci :

adod. 2)auj. 3)a=02

Przypomnijmy sobie znane twierdzenia o réwnosciach (réw-
naniach) prawdziwych, oraz znane twierdzenia o przeksztalce-
niu wyrazen w zakresie liczb wzglednych utamkowych?.

Def. 1. Majac dwa wyrazenia a, b (majace warto$¢), uméwmy
sie, ze zespot znakow

a<b [czytamy a mniejsze od b]

2 Twierdzenia te nalezy wyjasni¢ uczniom doktadnie na przykladach,
by uzyska¢ przekonanie o prawdziwosci twierdzen. Ponadto nalezy owe twier-
dzenia wyrazi¢ dodatkowo w postaci nastepujacej: np. gdybysmy przypuscili,
ze pewne wyrazenie a jest dodatnie, toby$my mieli prawo wywnioskowac¢, ze
—a jest ujemne. Np. gdyby —3 + 1 byto dodatnie, toby —(-3 + 1) bylo ujemne.
Zaznaczam, Ze oswojenie ucznia z wycigganiem wnioskow z przypuszczen,
nawet falszywych, jest niezmiernie wazne dla wszystkich dowodéw »nie
wprost«. Wielkg staranno$¢ nalezy po$wieci¢ twierdzeniu VIIL., ktore orzeka
wiasciwie dwie rzeczy 1) ze przynajmniej jedna z ewentualnosci zaj$¢ musi 2)
ze nigdy dwie réwnoczeénie zaj$¢ nie moga.

3) Powyzszy wstep zajmie dwie lekcje w klasie dobrej za$ trzy w klasie
stabszej.



oznaczac bedzie to samo, co zdanie:
b —adod.

Uktad znakéw a < b jest wiec zdaniem, ktére moze by¢
prawdziwe albo falszywe.

Def. 2. Majac dwa wyrazenia a, b (majace warto$¢), uméwmy
sie, ze zespot znakow

a>b [awieksze od b]

oznaczaé bedzie to samo, co b < a.

Uczniowie kojarzyli dotychczas ze stowem »wiekszy« i »mnie;
szy« znaczenie wziete z zycia codziennego. Ot6z nalezy pokazad
uczniom, ze stowo »mniejszy« i »wiekszy« co innego znaczy¢
beda, niz w zyciu codziennem. I tak np. —4 jest mniejsze od -1,
gdyz (1) - (—4) itd., chociaz wyda sie im, zZe powinnoby by¢
przeciwnie. Cel: przyzwyczajenie ucznia do rozumienia stowa
w znaczeniu uméwionem a nie zas$ tylko zgodnie z przyzwycza-
jeniami zycia codziennego.

Bedziemy teraz udowadniali rézne twierdzenia, postepu-
jac podobnie, jak w geometrji: bedzie zalozenie, teza, dowdd -
a przy kazdym kroku bedziemy wyraznie podawali, na czem
sie opiera¢ bedziemy.

Postanowimy sobie jednak, ot tak dla zabawy, ze wolno
nam bedzie opiera¢ si¢ wytacznie: 1) na twierdzeniach I.-VIIL,



ktére nazwiemy aksjomatami, 2) na twierdzeniach o réwno-
$ciach prawdziwych, 3) na prawie symetrji, zwrotnosci i prze-
chodniosci dla réwnoéci, 4) na twierdzeniach ktore przedtem
udowodnimy, wreszcie 5) na definicjach 1. 2., nie wolno za$
nam bedzie oprze¢ si¢ na jakiemkolwiek twierdzeniu, nawet
prawdziwem, ktdre nie nalezy do wyliczonych tu twierdzen.
Np. nie wolno bedzie si¢ nam oprze¢ na tem, ze gdy a uj. i b uj.
to a.b dod. - o ile tego twierdzenia wpierw nie udowodnimy.

Twierdzenie 16. Jezeli

1. a<b
2.b="b

toa<b

Dowéd. Z zalozenia l.:

a < b
Def1

b-a dod 1)

7 zalozenia 2.:

b=V

Stosuje twierdzenie o odejmowaniu tego samego wyrazenia od
obu stron réwnoéci prawdziwej

b-a="b'-a. 2)



Do (1) i (2) stosuj¢ aksjomat I.:

b - a dod.

Def1
a<b
c.b.d.o.
Twierdzenie 17. Jezeli

1 a<b
2. a=a

wowczas

Twierdzenie 18. Jezeli

1 a<b
2. a=a
3.b-0

wowczas
a=b.

Twierdzenie 19. Jezeli

1 a<b
2. b<c

wowczas
a<ec.



Dowéd. Z zalozenial.:

a < b 1)

Def1

b-a dod.
Z zatozenia 2.:

b < ¢
Def1

c-b dod (2)
Do (1) i (2) stosuje aksjomat V.:
(b—a)+(c-b)dod. (3)
Na podstawie praw przeksztalcen prawdg jest, iz:

(b-a)+(c-b)= (prawo opuszcz. nawiaséw)
=b-a+c-b= (prawo redukcji wyrazéw podobnych)
=-a+c= (prawo przemiennosci wyrazow)

=Cc—d.

Pierwsze wyrazenie réwna si¢ drugiemu, drugie trzeciemu,
trzecie czwartemu - przeto pierwsze réwna si¢ czwartemu. —
Czyli

(b-a)+(c-b)=c-a. (4)



Do (3) i (4) stosuje aksjomat L.:

Def. 1
a<c

c.b.d.o. O

Nie nalezy sili¢ sie, by koniecznie wydoby¢ metody heury-
styczng pierwsze dowody od uczniéw. Nalezy to jednak czyni¢
z dowodami pézniejszymi, o ile nie wchodzi tu jakas istotnie
nowa i nieznana uczniom metoda.

Widag, jak sie bedzie rozwijac¢ teorja w dalszym ciagu. Po
kilku lekcjach uczniowie sami potrafig niejedno, nawet nowe
twierdzenie udowodnié oraz bedg zglasza¢ liczne zadania tzw.
»zadania z wlasnej pilno$ci” (zadania nieobowigzkowe uwazam
za najbardziej ksztalcace). Nawet nowe twierdzenia beda lepsi
uczniowie wykrywali i podawali ich dowody.

Eksperymentowatem powyzsza teorje wielokrotnie w kla-
sach IV, V, VI, VII i VIII i nie zauwazylem zbyt wielkiej réznicy
w zdolnoéci pojmowania tej teorji w powyzszych klasach. Teo-
rja ta ma te zalete, ze przedstawia pewien caly system deduk-
cyjny, ktéry bedzie mozna kiedy$ oméwi¢ w VIII6l klasie przy
okazji ogélnych uwag o budowie matematyki, sama za$ daje
sposobno$¢ do wpajania w uczniéw, obok poczucia $cistosci tez
wielu poje¢ logiki formalnej, np. pojecie réwnowaznosci zdan
ogolnych: (Przyktad I. a dod. i II. a > 0 s3 réwnowazne, co



oznacza: z zalozonej prawdziwosci pierwszego zdania wynika
prawdziwos¢ drugiego i odwrotnie).



Szymon Ohrenstein (Drohobycz)

Teorja proporcji w klasie piatej
gimnazjum humanistycznego
i matematyczno-przyrodniczego

Celem niniejszego referatu jest zwrécenie uwagi na pewien
sposob wykladu geometrycznej teorji proporcji, przewidzia-
nej w punkcie czwartym programu geometrji dla klasy piatej
gimnazjum humanistycznego i matematyczno-przyrodniczego.
Wedlug programu nalezy podac definicj¢ ,,odcinkéw propor-
cjonalnych jako odcinkéw wyznaczonych na ramionach kata
przez pek prostych réwnolegltych”. Teorja proporcji oparta na tej
definicji zalezna jest od twierdzenia Desarguesa dla trojkatow
o bokach odpowiednio réwnolegtych. Dlatego tez punktem
trzecim programu, poprzedzajacym proporcjonalno$é odcin-
kow, jest ustep o wzglednem polozeniu prostych i plaszczyzn
W przestrzeni, zawierajacy wspomniany przypadek szczegolny
twierdzenia Desarguesa (ktorego dowdd, jak wiadomo, fatwiej
przeprowadzi¢ opierajac si¢ na twierdzeniach stereometrycz-



nych). Przerobienie tego ustepu stereometrji w klasie piatej
nastrecza jednak znaczne trudnoéci i wymaga takiej ilosci lek-
cyj, ze w praktyce nie starczy czasu na teorje proporcji. Jezeli sie
chce wyzyskaé wartoéci ksztalcace nauki pierwszych rozdzia-
téw stereometrji, nalezy ja zdaniem mojem przesunaé do klasy
szostej. W tej klasie mozna juz bowiem wprowadzi¢ pojecie
dowodu zupelnego, do czego znakomicie nadajg si¢ dowody
twierdzen o wzajemnem polozeniu prostych i plaszczyzn. Nale-
zy wiec usung¢ z klasy piatej twierdzenie Desargues’a, a zatem
obra¢ inng definicje¢ proporcjonalnosci odcinkéw jako punkt
wyjécia geometrycznej teorji proporcji. Uwazam, ze mozna
zastosowac z korzyscig wyklad teorji proporcji, ktory podat za
Hilbertem" w formie uproszczonej B. Levi®.

Podaje nizej szkic tej teorji z pewnemi drobnemi i nieistot-
nemi zmianami, podyktowanemi jednak wzgledami dydaktycz-
nemi, zaznaczajac, ze stosowatem ja kilkakrotnie z dobremi
wynikami.

Definicja 1. Para odcinkéw g, b jest proporcjonalna do pary
odcinkéw ¢, d to znaczy, ze kat lezacy naprzeciw a w tréjka-
cie prostokatnym o przyprostokatnych a, b jest rowny katowi

1 Grundlagen der Geometrie, IV Aufl. 1913, rozdziat III.

2 Poréwn.: Zagadnienia dotyczace geometrji elementarnej zebrat i uto-
zyt F. Enriques, tom I. Krytyka podstaw. Z drugiego wyd. wloskiego przetozyli
St. Kwietniewski i Wi Wojtowicz, Warszawa 1914, str. 214 oraz: E. Enriquesi U.
Amaldi, Zasady geometrji elementarnej do uzytku szkét érednich przetozyt
W1 Wojtowicz, Warszawa 1916, str. 200.



lezacemu naprzeciw ¢ w trojkacie prostokatnym o przyprosto-
katnych ¢, d.

Wprowadza si¢ oznaczenie: a : b = ¢ : d i terminy: propor-
cja, wyrazy skrajne etc.

Twierdzeniel. a: b =a: b (zwrotnosé)
Twierdzenie2. a:b=c:d.>.c:d =a: b (symetrja)

Twierdzenie3. a:b=c:d.c:d=e:f.>.a:b=e:f
(przechodniosc)

Twierdzenie 4. Do odcinkow a, b, c istnieje przynajmniej jeden
odcinek d taki, zea: b = c: d.

Twierdzenie5. a:b=c:dj.a:b=c:d,.>.d; =d,.
Dowody powyzszych twierdzen sa bardzo tatwe.
Definicja 2. Odcinka czwartego proporcjonalnego.

Lemat 1. Jezeli przekgtne czworoboku wpisanego przecinajg sig
pod kgtem prostym w punkcie, ktory dzieli jedng na odcinki a, d
a drugq na odcinki b, c, to

a:b=c:dia :c=b:d.

W dowodzie nalezy powotaé si¢ na réwno$¢ katéw wpisa-
nych i na definicje proporcji.

Twierdzenie 6. a:b=c:d.>.a:c=b:d.



Dowéd. Niech proste p i r przecinaja si¢ pod katem prostym
w punkcie O. Na prostej p obieramy punkt 1 a na prostej r
punkty B i C po przeciwnych stronach punktu 0 tak aby OA = g,
OB=b,0C=c.

Okrag, przechodzacy przez punkty A, B, C, przecina prosta
p w drugim punkcie X takim, ze OX = x. Z lematu 1 wynika:

a:b=e:xi 1)
a:c=b:x (2)

Z zalozenia i z (1) wynika (tw. 5):

x=d €)
z (2) i (3) wynika teza. O
Twierdzenie7. a:b=c:d.>.(a+b):(c+d)=a:c.
Dowéd. Niech 0 bedzie wierzchotkiem kata prostego. Na jed-
nem ramieniu tego kata obieramy punkty A i B a na drugiem
punkt C tak, aby OA = a. OB = a + b, OC = c. Przez B pro-
wawadzimy réwnolegla do AC, przecinajacg OC w punkcie

X. Przez A prowadzimy réwnolegla do OC, przecinajaca BX
w punkcie E. Niech AE = x zatem CX = x. Mamy proporgcje:

a:c=b:x (4)
(a+b):(c+x)=a:c. (5)



Z zalozenia wynika:

a:c=b:d. (6)

Z (5)1i(6) wynika:
x=d. (7)
Z (5)1i(7) wynika teza. L]

/ !

Twierdzenie 8. p:p' =r:r'.q:q =r:¢.>2.(p+q):
(0 +a)=rer.
Dowdd opiera si¢ na twierdzeniach 23, 3,61 7.
Lemat 2. Jezeli r i r' oznaczajg promienie k6t wpisanych odpo-
wiedniow trojkgty ABCiA'B'C'ijezeli « A = «A'i «B= «B'
to AB: A'B' =r:71".
Dowdéd. Oznaczmy $rodki kot wpisanych odpowiednio przez
O i O’ a punkty styczno$ci bokéw AB i A'B’ przez D i D'.
Niech AD = p, A'D’ = p', BD = q, B'D’ = ¢q'. Z tréjkatow
OADiO’A'D’ oraz OBD i O'B’'D' mamy:
pir=piriqir=q":7
stad p:p':r:r'iq:q':r:r'

stosujac twierdzenie 8 otrzymamy teze. O

Definicja 3. podobienistwa trojkatow.



Twierdzenie 9. Jezeli dwa kqgty jednego tréjkgta sq rowne odpo-
wiednim kqtom drugiego trojkgta, to te trojkgty sq podobne.

Dowdd na podstawie lematu 2.

Twierdzenie Talesa jest wnioskiem z twierdzenia 9. Dalsze
twierdzenia teorji proporcji i podobienstwa trojkatéw wypro-
wadza si¢ jak zwykle.

Na zakonczenie pozwalam sobie doda¢, ze uwazam, iz geo-
metryczna teorja proporcji nadaje si¢ szczegélnie do ,wdro-
zenia ucznia do $cistego rozumowania dedukcyjnego’, co we-
dlug programu jest pierwszym z celéw nauczania matematyki
w szkole §rednie;j.



Stanislaw Pajak (Lwéw)

Uwagi dotyczace metody nauczania
matematyki w klasach wyzszych
gimnazjum

Wynik pracy szkolnej zalezy: a) od mlodziezy, b) od na-
uczycieli, ¢) od programu, d) od metody nauczania.

W obecnych czasach dajg si¢ zauwazy¢ niedomagania w na-
uce szkolnej wskutek:

ad a) 1) nienalezytego doboru mtodziezy, 2) powierzchow-
nego jej studjum;

ad b) 1) braku dostatecznej wiedzy u nauczycieli, 2) braku
odpowiedzialnosci za wyniki pracy, 3) przyjmowania za wielu
obowigzkdw;

ad c) 1) wprowadzenia do programu materjalu zbyt wyso-
kiego, 2) roztozenia materjatu niestosownie do sit duchowych
i zainteresowania mlodziezy, 3) braku systematycznego wyczer-
pywania materjatu;



ad d) 1) przeceniania wartoéci heurezy, 2) grzechéw przeciw
zasadzie : repetitio est mater studiorum, 3) grzechéw przeciw
zasadzie: budowa¢ mozna tylko na mocnych fundamentach,
4) niedoceniania wartoéci pracy domowej ucznia, 5) braku
zestawienia wzorowych zadan.

Srodki zaradcze:

ad a) 1) dopuszczaé do studjéw mlodziez zdolng, a przez
podniesienie wymagan zmusi¢ jg do gruntownej pracy, 2) nie
pozbawia¢ mlodziezy czasu potrzebnego jej na nauke domowa;

ad b) 1) potrzebne sg kursy doksztalcajace dla nauczycieli,
2) odpowiedzialnoé¢ dyscyplinarna nauczycieli za brak wie-
dzy uczniéw w szczegdlnosci przy egzaminie dojrzatosci, 3)
potrzebne jest okreslenie maximum zatrudnienia ubocznego
z réwnoczesnem zabezpieczeniem zaspokojenia potrzeb zycio-
wych;

ad ¢) 1) wylaczy¢ z programu kl. V przyblizenia liczbowe,
jako malo interesujace, 2) zrezygnowac z obliczania liczb niewy-
miernych przez tworzenie ciagéw, jako praktycznie uciazliwego
i rabujgcego wiele czasu, 3) zrezygnowa¢ w kl. VII z pojecia
granicy, ciagdw liczbowych zbieznych i rozbieznych, jako prze-
rastajacego sily ogétu uczniow, 4) polozy¢ wiekszy nacisk na
ukladanie réwnan z zadan tekstowych w kl. V, 5) zadania dys-
kusyjne, ktérych rozwiazanie prowadzi do réwnania kwadra-
towego z jednym parametrem zmiennym przenies$¢ z kl. VI,
gdzie nie budza zainteresowania i zrozumienia nalezytego do
klasy VII wzglednie dopiero VIII;



ad d) 1) heureze stosowac przy rozwigzywaniu zadan, mater-
jal teoretyczny za$ winien nauczyciel wyklada¢, pociagajac do
wspolpracy uczniéw, 2) ustali¢ kanon typowych zadan dla kaz-
dej klasy, ktdre kazdy uczen winien opanowaé, 3) przestrzegad
zewnetrznej systematycznosci w traktowaniu materjatu.

4) Egzekutywa:

a) zadaé opanowania pamieciowego wzordw, f3) zadaé wy-
uczenia si¢ bieglego materjalu przeznaczonego do przerobienia
w domu, y) nie zadawa¢ do domu zbyt duzo ale za to zadaé
biegtoéci, §) wyznacza¢ materjal do przerobienia z wlasnej
pilnoéci zwlaszcza z zadan i interesowac si¢ nim;

5) Przeciwdziala¢ prawu zapomnienia przez:

«) kontrole opanowania poszczegélnych lekeyj. §) zestawie-
nie wynikéw poszczegolnych rozdzialéw, y) powtarzanie przez
¢wiczenia odpowiednich dziatéw koncentracyjnych, §) powta-
rzanie calo$ci z koncem pétrocza i roku, ) powtorzenie gtow-
nych zadan w kl. VIIL



S. Steckel (Kielce)

O pojeciu granicy w szkole $redniej

Najwazniejszym bodaj zagadnieniem z zakresu dydaktyki
matematyki w klasach wyzszych szkoét srednich, jakie praktyka
szkolna obecnie wysuwa, jest kwestja wprowadzenia pojecia
granicy. Kwestja ta nie byta dotychczas prawie zupelnie omawia-
na w naszej literaturze dydaktycznej, lecz nie ulega watpliwosci,
ze o$wietlenie jej i dyskusja moze w pewnej mierze przyczyni¢
sie do racjonalnego nauczania tego dzialu matematyki szkolnej.
Zapoczatkowanie takiej dyskusji jest celem referatu.

Przedewszystkiem nasuwa si¢ pytanie, jaka role nalezy przy-
znaé pojeciu granicy w caloksztalcie materjatu szkolnego i w ja-
kim zakresie majg by¢ opracowane zastosowania tego pojecia.
Nastepnie wazna jest sprawa metody nauczania tego dzialu
i w zwiazku z tem kwestja pogodzenia wymagan poprawnosci
logicznej z warunkami dostepnosci dla umystu ucznia.

Jak wiadomo, juz niektdre najprostsze zagadnienia matema-
tyki szkolnej wymagajg stosowania pojecia granicy. Z drugiej
strony ma to pojecie olbrzymie zastosowanie w wszystkich



dziedzinach matematyki i nauk $cistych. Pozatem posiada po-
jecie granicy ogromna warto$¢ ksztalcaca, gdyz w duzym stop-
niu rozwija zdolno$¢ do abstrakcyjnego myslenia. Wzgledy te
przemawiaja za po$wieceniem szczegélnej uwagi tak samemu
pojeciu granicy, jak i jego zastosowaniom. W programie gimn.
panstwowego pojecie granicy wraz z zastosowaniami tworzy
czg$¢ kursu kl. VII. Sadze, ze Scisle opracowanie tego dzialu
w klasie VII winno poprzedza¢ opracowanie propedeutyczne
w kl. VI, gdyz uczen, znajacy juz pewne zastosowania pojecia
granicy, lepiej oceni koniecznos¢ $cistej definicji i warto$¢ $ci-
stego dowodzenia. Za propedeutycznem opracowaniem w kl.
VI, przemawia réwniez ten wzglad, ze niektére tematy z mate-
matyki lub fizyki (jak np. pojecie predkosci) w kl. VI wymagaja
przynajmniej intuicyjnego zrozumienia pojecia granicy. Jezeli
chodzi o zastosowania pojecia granicy, to program wymienia
nastepujace tematy: postep geometryczny nieskonczony, po-
miar kota, objetos¢ ostrostupa, pomiar bry! obrotowych. Nie
znajdujemy natomiast w programie zastosowania pojecia gra-
nicy do zagadnienia styczno$ci. Zagadnienie to jednak, ktdre
posiada pierwszorzedne znaczenie w dziejach rozwoju nauk
matematycznych, winno by¢ opracowane w gimnazjum. Zagad-
nienia takie, jak obliczenie objetosci ostrostupa jako granicy
sumy objetosci graniastostupow, winny by¢ tak opracowane,
aby uczen mégl sobie nalezycie uswiadomic¢ mysl przewodnia
rozumowania, prowadzgcego drogg uogodlnienia do pojecia
catki. Przy omawianiu szeregéw nieskonczonych nie nalezy
poprzesta¢ jedynie na szeregach geometrycznych, ale nalezy



réwniez opracowac kilka pouczajacych przykladéw szeregéw
niegeometrycznych. W gimnazjach matem.-przyrodniczych
moznaby si¢ nawet posuna¢ az do wyprowadzenia kryterjow
zbieznosci dAlembert’a i Cauchyego. Kwestje wprowadzenia do
klas wyzszych gimnazjum elementéw rachunku rézniczkowego
i catkowego uwazam za drugorzedna z punktu widzenia ogél-
nych celéw nauczania. Natomiast od szkoty $redniej musimy
bezwarunkowo sie domagac, aby ucznia przynajmniej przygo-
towala do zrozumienia odnosnych poje¢ i zagadnien rachunku
nie- skonczonoéciowego, co da sie osiagna¢ przez odpowiedni
wybdr materjalu nauczania z dziedziny zastosowan pojecia
granicy i staranne opracowanie temat6éw, majacych bliski zwig-
zek z podstawowemi zagadnieniami rachunku rézniczkowego
i calkowego. W kazdym razie nalezaloby sie zastanowi¢, czy-
by nie byto jednak pozytecznem wlaczy¢ elementy rachunku
nieskonczonosciowego do programu. Zaznaczy¢ nalezy, ze na
Zachodzie rachunki t. zw. wyzsze niemal wszedzie sg objete
programem matematyki i niekiedy przerabiane s3 w bardzo
szerokim zakresie.

Przy wprowadzeniu pojecia granicy wystepuje trudnoéé
bardzo powazna natury dydaktycznej zaraz na poczatku, bo
juz przy definicji granicy ciagu nieskonczonego. Definicji tej
nie mozna droga heurezy wydoby¢ od ucznia, lecz musi ona
by¢ przez nauczyciela odrazu narzucona i nastgpnie dopiero
przy czynnym udziale klasy analizowana. Jest tedy waznem za-
daniem nauczyciela uprzednio przygotowaé uczniéw do zrozu-
mienia nowego pojecia, a to zapomoca odpowiednio dobranych



zadan i ¢wiczen. Jest bardzo pozytecznem przed podaniem de-
finicji granicy ciagu zaznajomic¢ uczniéw z terminem: ,,prawie
wszystkie wyrazy”, wprowadzonym przez G. Kowalewskiego;
zwrot ten ogromnie upraszcza wystowienie i utatwia zrozumie-
nie tej definicji. Okre$lanie granicy ciagu przy pomocy pojecia
miejsca skupienia uwazam za niewskazane w szkole $redniej.
Definicja granicy winna by¢ podana w szacie arytmetycznej
i nastepnie interpretowana geometrycznie. Dowody twierdzen
z teorji granic muszg by¢ przeprowadzone zupelnie $ciéle. Ra-
cjonalne nauczanie omawianego dzialu matematyki wymaga
szczegllnie starannego doboru zadan, przerabianych w klasie
i zadawanych uczniom do domu. Wchodza tu w rachube dwa
rodzaje zagadnien, a mianowicie zadania na zastosowanie po-
jecia granicy do algebry, geometrji, trygonometrji, geometrji
analitycznej i zadania o charakterze teoretycznym; zadan tej
drugiej kategorji nie mozna zupelnie pomingé w szkole $red-
niej, stuzy¢ maja one do nalezytego ugruntowania i pogtebienia
pojecia granicy.

Program ministerjalny przewiduje opracowanie w kl. VII
procz pojecia granicy jeszcze trygonometrji i znacznej czesci
stereometrji. Niewielka stosunkowo ilo§¢ godzin, jaka mozna
w tych warunkach pos$wigci¢ pojeciu granicy nie pozwala na
nalezyte poglebienie strony teoretycznej ani na gruntowniejsze
opracowanie zastosowan. Celem uzyskania czasu potrzebnego
na opracowanie pojecia granicy w mysl postulatow wyzej przy-
toczonych, nalezaloby niektdre punkty programu kl. VII prze-
sung¢ do kl. VI. Taka modyfikacja programu databy sie przepro-



wadzi¢ nawet bez koniecznosci powiekszenia ilosci materjatu
naukowego w kl. VI, gdyby zgodzi¢ si¢ na mniej szczeg6étowe
niz dotychczas opracowanie teorji tréjmianu w kl. VL. A sadze,
ze w naszych gimnazjach po$wiecamy zbyt duzo miejsca teo-
rji tréjmianu i ze to dzieje si¢ ze szkodg dla innych dziatéw
matematyki, bardziej moze pouczajacych i interesujacych.

Stefan Banach (Lwéw): O pojeciu granicy. Ob. Rachunek roz-
niczkowy i catkowy t. 1, rozdz. I, Lwow 1929.

Antoni Rusiecki (Warszawa): O nauczaniu przyblizen dziesiet-
nych w szkole $redniej.



Uzupelnienie do komunikatu p. T. Wazewskiego
(str. 186) nadestane w czasie druku

1. Twierdzenie umieszczone na wstepie streszczenia mego
komunikatu (str. 186) zostalo ogloszone juz poprzednio
przez p. Kintchinea - o czem dowiedzialem si¢ podczas
kongresu dzieki uprzejmej informacji p. N. Bary. Twierdze-
nie to cytuje jako twierdzenie p. Kintchine’a w swej nocie
”Un théoréme sur les fonctions dérivables” (Ann. de la Soc.
Polon, de Math. T. V1. str. 91).

2. Str. 189, wiersz 5 od dotu zamiast koniecznym i wystarcza-
jacym ma by¢ wystarczajacym.



